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Capitulo 1

Introduccion

Pareciera ser que en la actualidad, la mecanica clasica es una materia ya del
pasado, es decir, se ha dicho ya casi todo, se conocen muchas soluciones de los
problemas mecanicos existentes. Pero esto no es del todo cierto, puesto que con
los nuevos avances de la matematica esta area de la fisica ha de nuevo resurgido,
en ella se incorporan principalmente elementos de la geometria diferencial, la cual
a su vez reune elementos de algebra lineal avanzados.

Una muestra de ello es por ejemplo el concepto de variedad simpléctica,
el cual es simplemente el espacio fase de un sistema mecanico, por otro lado el
espacio de configuracion es el conjunto de posibles posiciones. En la mecanica
clasica existen principalmente dos formulaciones: la formulacién Lagrangiana
y la formulacion Hamiltoniana. En general, para un sistema de N particulas
moviendose en el espacio 3-D euclidiano, elegimos el espacio de configuracién a ser
Q = R3N. En la mecéanica Lagrangiana, uno identifica el espacio de configuracién
() v entonces se forma el espacio fase de velocidades T'Q), también llamado el haz
tangente de (). Entonces el Lagrangiano se mira como una funcién L : T'Q) — R.

Asociado a cualquier espacio de configuracién () hay una espacio fase 7@ llamado
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el haz cotangente de ().

El ejemplo anterior es una muestra de como los elementos de geometria dife-
rencial se incorporan a la mecanica clasica y la hacen una teoria mas completa
e interesante. Por lo tanto, parte de esta tesis es mostrar las actuales herramien-
tas matematicas que se utilizan en el drea de la mecénica clésica. En particular
nosotros estudiamos el péndulo esférico y sobre este sistema nosotros describimos
su dinamica, su simetria, la reduccién de este sistema a un sistema con un solo
grado de libertad al cual llamamos el espacio fase reducido, y lo mas importante
de este sistema es la topologia que encontramos dadas las funciones de energia
y de energia-momento. En todos estos temas nosotros hacemos uso de conceptos
geométricos para describir la mecéanica del sistema. La tesis se desarrolla con la
finalidad de que los estudiantes de fisica encuentren una motivacién para seguir
adentrandose en la mecanica clasica, las definiciones y proposiciones que aqui se
utilizan sirven como base para otras areas de la fisica tales como relatividad y

mecanica cuantica por ejemplo.

1.1. Variedades diferenciables

Introducimos a continuacion nociones basicas sobre variedades diferenciales. En

esta seccién nos basamos principalmente en Gidea [10] y Talpaert [16].

Definicién 1.1. Una funcion f de un conjunto abierto U C R™ en R™ es suave

st tiene derivadas parciales continuas de todos los ordenes para toda u € U.

Definicién 1.2. Un espacio topoldgico es un conjunto X junto con una coleccion A
de subconjuntos de X satisfaciendo las siguientes propiedades: i)el conjunto vacio

0 y el espacio total X estdin en A, ii)la unidn de cualquier coleccion (posiblemente
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infinita) de conjuntos en A es un conjunto en A y iii)la interseccion de cualquier

coleccion finita de conjuntos en A es un conjunto en A.

Los conjuntos en 4 son llamados los conjuntos abiertos del espacio topolégico.

La colecciéon A de todos los conjuntos es referido como la topologia sobre X.

Ejemplo 1.1.1. Sea X un espacio topoldogico y ~ una relacién de equivalencia
sobre X. Definimos el conjunto cociente X/ ~ como el conjunto de todas las clases
de equivalencia sobre X, y la proyeccién canénica m : X — X/ ~ tal que cada
elemento z € X lo manda a su clase de equivalencia [z] € X/ ~. El conjunto de
todas las U C X/ ~ para las cuales 7~1(U) es un conjunto abierto en X define

una topologia sobre X/ ~ llamada la topologia cociente.

Una base para la topologia A de X es una coleccién B C A de conjuntos
abiertos con la propiedad de que cada conjunto en A puede ser obtenido como una

union de conjuntos en B.

Proposicién 1.3. Sean X yY = X/ ~ espacios topoldgicos como en el ejemplo
anterior y sea A la siguiente funcion A : X — Y : x — [z] . Sea W un espacio
topoldgico y ™ : X — W la funcidn que es constante sobre cada conjunto X\~ ({y}),
para toda y € Y. Entonces 7 induce una funcion o :' Y — W tal que co X\ = m. La

funcion o inducida es continua si y solo si ™ es continua.

Prueba. Ver Munkres [14]. |

Definicién 1.4. Una variedad suave de dimension m es un conjunto M junto con
una coleccion de funciones {@q : Uy — M}, con cada U, un subconjunto abierto

de R™, satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Cada funcion @, : Uy — Vo, = 0o (Uy) es inyectivo
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Figura 1.1: Variedad diferenciable.

2. SiVyN'Vg # 0 entonces existe una funcion suave

Oas = 05" (Va N V3) = o' (Va N V)

tal que v = pq 0 Oap
3. M =UepUa)

Las funciones ¢, : U, — V, son llamadadas parametrizaciones locales,
y R™ es referido como el espacio parametro. Las coordenadas (z1,...,z,,) € R™
correspondiendo directamente a ¢! de un punto p € V,, son llamados las coorde-
nadas locales de p, y la funcién inversa ¢! : V,, — U, es llamada un sistema o
carta coordenada. Ver figura 1.1. La primera condicién de la definicion anterior
implica que M es localmente homeomorfo al espacio euclidiano de dimension m.
La segunda condicién dice que si las imagenes de ¢, y ¢g se traslapan, entonces
g resulta de ¢, por un cambio de coordenadas suave.

Cuando dos sistemas coordenados locales satisfacen la condicién 2, entonces se

dice que son compatibles.

Definicién 1.5. Sea f : M — N la funcion que va de la variedad M de dimension

m a la variedad N de dimension n. Decimos que f es diferenciable si para cada
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Figura 1.2: Funciéon diferenciable.

punto p € M existe una parametrizacion local 1 : Uy — Vi para M yp € Vi, y
una parametrizacion local @y : Uy — Vo para N y f(p) € Va tal que oy o f o, es

diferenciable en ;' (p). Ver figura 1.2.

La funcién o, o f o ¢ se define sobre ;' (f~1(Von f(V1)) CU C R™ y toma
valores en o, (Vo N f(V1)) C Uy C R™.

Decimos que f es C* diferenciable si o, o f o 1 es CF diferenciable para
cualquier eleccion de @1 y s.

Sea M una variedad suave de dimensién m. Una curva suave ¢ en M es una
funcién diferenciable ¢ : I C R — M, con I algin intervalo abierto de los numeros
reales. Esto es, dada una parametrizacion local ¢ : U — V con V conteniendo
alguna porcién de ¢, jalar atrds la curva o~ !(c(t)) es una curva diferenciable en
U C R™. Fijamos un punto p € M y consideremos dos curvas c; y ¢z pasando a
través depent = 0. Sea ¢ : U — V una parametrizacion local cerca de p. Entonces
o loc;y p oy son dos curvas suaves en U C R™, pasando a través de o~ !(p)
en t = 0. Si ellos tiene el mismo vector tangente en este punto comun, es decir, si

(7 oc)r(0) = (¢! 0 ¢y)7(0), entonces decimos que ¢; y ¢ son equivalentes en p.

Definicién 1.6. Un vector tangente v a una superficie suave M en un punto p,

es una clase de equivalencia de curvas ¢ en M, pasando a través del punto p en
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t =0, y para los cuales (o~ o ¢)1(0) representa el mismo vector (v, ..., v,) € R™,

con respecto a alguna parametrizacion local ¢ : U — V' cerca de p.

Denotamos el vector tangente v determinado por la clase de equivalencia de ¢
por —c(O) = ¢/(0). Denotamos al conjunto de todos los vectores tangentes a M en

p por T,M. Dado un conjunto de vectores tangentes a M se tiene la siguiente:

Proposicién 1.7. El espacio tangente T,M , endosado con operaciones de adicion
y multiplicacion por escalar es un espacio vectorial de dimension m. Una base de

. definido con respecto a alguna parame-

vectores de este espacio es G | ,(%

trizacion local ¢ cerca de p.

Prueba. Ver Gidea [10]. |

Ahora consideremos el haz tangente T'M, el cual consiste de todos los espacios

tangentes en puntos de M pegados de una manera natural, esto es TM = |JT,M =

U{p} x T,M.

Proposicién 1.8. El haz tangente T'M naturalmente tiene la estructura de una

variedad de dimension 2m.

Prueba. Ver Yves Talpaert [16, secc. 4.2]. |

Dada una funcién suave f : M — R, un punto p sobre M, y un vector tangente
v a M en p, buscamos definir la derivada de f en la direccién de v en p. Sea ¢ una

de las curvas con ¢(0) = p tal que representa a v. La derivada de f en la direccién

d

de v se define por v[f](p) = 5 f(c(?) |t:0.

La derivada de una funcién suave en un punto representa una aproximacion
lineal de la funcién cerca del punto. Sea f una funcién suave de la variedad M de

dimension m a la variedad N de dimensién n.
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Definicién 1.9. La derivada de f en un punto p € M es la funcion (df), : T,M —

Ty N definida por
d d
@Dy Ge0) = (£ o I0)

donde ¢ : I — M es una curva suave con c(0) = p, y 4(f o c)(0) representa a un

vector tangente a N en f(p), puesto que foc: I — N es una curva suave en N
con (foc)(0) = f(p).
Aplicando (df), a los vectores de la base usual a%l}p, . %‘p de T,M, ob-

tenemos los vectores (df), (%‘p) s (df)p< o p) en Ty, N. Expresamos estos

O
vectores como combinaciones lineales de la base ai| R ai| de T, M como
Y1 lp Yn Ip
0 - 0
@Gy 1) = 2 w5, s
J i=1 '
para toda j = 1,...,m. La matriz n x m hecha con estos coeficientes (Jf), =

(a;;),i=1,..,n,7 =1,...,mes llamada la matriz Jacobiana de f en p. Los vectores

(df )y (52
(Jf), es invertible.

),j = 1,...,m serdn una base de Ty, N siy solo si m = n y la matriz

Si M y N son dos variedades suaves de la misma dimension, la funcién suave
f M — N sedice un difeormorfismo local en p € M si f toma alguna vecindad

abierta V' de p difeomorfa sobre alguna vecindad abierta W de f(p).

Definicién 1.10. Supongase que M es una variedad suave de dimension m, N es

una variedad suave de dimensionn, y f : M — N una funcion suave.

1. La funcion f se dice una inmersion si (df), es inyectiva en cada punto p.

Esto es, el rango del jacobiano (Jf), es igual a m en cada punto p € M.

2. La funcion f se dice un encage si f es una inmersion y f define un homeo-

morfismo de M a f(M) (con la topologia inducida de N ).
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3. La funcion f es una sumersion si (df), es suprayectiva en cada punto p.

Esto es, el rango del jacobiano (Jf), es igual a n en cada punto p € M.

Notemos que para una inmersién se debe tener que dim M < dim N y que para

una sumersiéon se debe tener que dim M > dim N.

Ejemplo 1.1.2. Sea M =R™ y N = R". Si m < n, la transformacién

(1, o0y T) € R™ = (21,...,2,0,...,0) € R"

es una inmersién (llamada la inmersién candnica), y también un encaje. Si m > n,

la transformacion

(X1, ooy Ty Tpg 1y ooy T) € R™ = (21, .00y 7)) € R™

es una sumersién (llamada la sumersién candnica).

Definicién 1.11. La fibra de una funcién ¢ : M — N es el conjunto ¢~ (x),

siendo x un punto dado en el rango de p.

Proposicion 1.12. Sean M, N variedades de dimensiones m y n respectivamente

yo: M — N una sumersion:
1. St m =n, cada fibra de @ es un conjunto de puntos discretos.

2. Sim > n, cada fibra tiene la estructura de una subvariedad regular de M de

dimension m — n.

Prueba. Ver Brickell [3, cap. 2]. |

Definicién 1.13. Sea f la funcion suave de la variedad M de dimension m a la

variedad N de dimension n.
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1. Un punto p en M se dice un punto critico de f si la derivada (df), :
TyM — Tt N no es suprayectiva. Esto es, el rango de la matriz Jacobiana
(Jf), es menor que la dimension n de N. La imagen f(p) de un punto critico

es llamado un valor critico de f.

2. Un punto p en M se dice un punto regular de f si este no es critico. Un
punto q en N se dice un valor regular de f si su imagen inversa f~'(q) no

contiene puntos criticos.

Si la dimension de M es mas pequena que la dimensién de N, entonces todos
los puntos de M son puntos criticos para f. Por otro lado, si f(M) no es todo
N, entonces todos los puntos de N\ F(M) son valores regulares, puesto que sus

imagenes inversas son vacias.

Proposicién 1.14. (Imagen inversa de un valor regular) La imagen inversa f~*(q)
de un valor regular ¢ € N de una funcion suave f : M — N es una subvariedad

de dimension m —n de M.

Prueba. (Siguiendo a Gidea [10, secc. 1.10] )Para un punto dado p € f~'(q), y
utilizando el teorema de sumersién (ver [10, secc. 1.9] ) podemos elegir parametri-

zaciones locales ¢ cerca de p y @9 cerca de ¢ tal que

0310 fop1(T1y ey Try Trg1s ooy Ton) = (1,5 ey T

y las coordenadas locales de p y ¢ son cero. Los puntos p/ € f N f~'(q) tienen
coordenadas locales (0, ...,0, Z, 41, ..., Ty ). Por lo tanto podemos definir una para-
metrizacién local ¢/ : U N (0 x R™™) — V N f~(q) sobre f~'(q), cerca de p,
por

N i1y ey Tm) = ©1(0, 00,0, i1, ooy T
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De esta forma obtenemos una estructura suave sobre f~1(q), inducida por la es-
tructura suave sobre M, el cual hace que f~!(g) sea una subvariedad de dimensién

m —n. [ |

Definicién 1.15. Una seccién S de clase C* del haz tangente TM es la funcion
S de clase C* de M en TM tal que la composicién de S con la proyeccién del
haz tangente Iy, - TM — M : (z,X,) — z es la identidad sobre M, es decir,

Definicién 1.16. Un campo vectorial (tangente) sobre M es una transformacion

X:M—TM:2z— X(z)=(z,X,),

el cual asigna a cada punto x € M un vector tangente en el punto x. Un campo

vectorial es diferenciable si la transformacion que lo define es de clase C™.

La coleccion de campos vectoriales diferenciables es denotada por 2" (M).

Observacion Un campo vectorial X sobre M es una seccién de T'M. En efecto,
la transformacion X : M — TM tal que so X : M — M : z — s(X(x)) = =,

donde s es la proyeccién de T'M.

Definicién 1.17. Consideremos X, Y € 2 (M). El producto de campos vectoriales

X yY es un operador definido por

Vg e O®(M): (XY)g = X(Yg).

El producto de campos vectoriales no es un campo vectorial diferenciable.
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Definicién 1.18. Una curva integral de X con condicion inicial mg en t = 0
es una curva diferenciable ¢ : (a,b) — M tal que (a,b) es un intervalo abierto

conteniendo al cero, ¢(0) =mg y c/(t) = X(c(t)) para toda t € (a,b).

Definicién 1.19. El flujo de X es la coleccion de funciones ¢, : M — M tal que

t — @i(m) es la curva integral de X con condicidn inicial m.

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales garantiza que
@ es suave en m y en t si el campo vectorial X lo es. Ademds de la unicidad se

tiene la propiedad de flujo, es decir, pi1s = s 0 @s.

Definicién 1.20. El paréntesis es la transformacion

[ ]2 (M) x Z(M)— Z(M): (X,Y)~ [X,Y]=XY -YX.

El paréntesis de campos vectoriales X y Y opera sobre C*°(M), esto es

(X,Y]:C®(M) - C®(M):g— [X,Y]g=X(Yg) - Y(Xg).

Ademas el paréntesis de campos vectoriales diferenciables también es un campo

vectorial diferenciable.

Definicién 1.21. Sean M wuna variedad suave, f € C*(M,R) y X un campo
vectorial sobre M, definimos la derivada de Lie de f a lo largo del campo vectorial

X como

Lx f(x) = X(2)(f) = dfe(X (2))

Proposicién 1.22. Sean XY, Z € 2 (M), f € C*(M). Entonces

(Zx)(f) = [X,YI(f)
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y se satisface la identidad de Jacobi, es decir

[X> [Ya ZH + [Y> [Za XH + [Z> [X> Y“ =0

Prueba. Ver Talpaert [16, secc. 3.2] |

1.2. Teoria de Morse

Esta seccién permite construir difeomorfismos alrededor de puntos criticos no
degenerados de una variedad. La referencia principal viene dada por Cushman y
Bates [6].

Sea M una variedad suave y f : M — R una funcién suave. Supongase que
p € M es un punto critico de f. Definimos el Hessiano de f en p como sigue. Sea
0 : U CR"  — M con ¢(0) = p una parametrizacién local de M. Entonces el
Hessiano de f en p es la forma bilineal simétrica sobre el espacio tangente 1), M

dada por:

(Hess,, f)(vp, wp) = DQ(f 0 )(0)(v, w)

Aqui las curvas t — @(tv) y t — ¢(tw) representan los vectores tangentes v, y w,

a M en p.

Definicién 1.23. Supongase que x es un punto critico de una funcion suave f :
R™ — R. Entonces el Hessiano de [ en x, es la transformacion bilineal simétrico

D?f(x) donde

82
D?f(z) : R™ — Sim,(R) : x — (&Uiaij)

Si la matriz D? f () (mxm) €s invertible, entonces x es un punto critico no de-

generado de f. Si todos los puntos criticos de f son no degenerados, entonces f
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es una funcion de morse.

Puesto que la matriz hessiana es simétrica, esta puede ser diagonalizada por un
cambio de coordenadas lineal y ortogonal, las cuales pueden ser ademas reescaladas
para dar una matriz diagonal donde todas las entradas de la diagonal sean +1.
Los invariantes del Hessiano tales como su no degeneracién (su invertibilidad),
su indice de Morse (niumero de eingenvalores negativos) y su signatura(la di-
ferencia de sus eingenvalores positivos y negativos), no dependen de la eleccién de

la parametrizacion.

Proposicién 1.24. Sea p un punto critico no degenerado de f : U C R™ — R.
Entonces hay un sistema de coordenadas local (yy, ..., Ym) sobre una vecindad de p

(posiblemente pequena) tal que sobre esta vecindad

Fr,ym) =F0) —yf — o — Vi + Yrgr + - + Y (1.1)

donde \ es el indice del punto critico p.

Prueba. Ver Barden [2, secc. 7.5] . |

Entonces dependiendo de que valores tome el indice de Morse tendremos un

hiperboloide de revolucién (hacia arriba o hacia abajo) o una silla de montar.

Corolario 1.25. 5i V' es otro subconjunto abierto de R™ y ¢ : V. — U es un
difeomorfismo con ¢(q) = p, entonces g = fo¢ tiene un punto critico no degenerado

en q con el mismo indice que en p

Prueba. Por la regla de la cadena Dg(x) = Df(¢p(x))Dp(x), puesto que Do(x)
es no singular en V, Dg(x) = 0 si y solo si Df(¢(z)) =0.Si¢ : W — U es un

cambio de coordenadas tal que ¥(0) = py H(fo)(0) es diagonal entonces ¢! o1)
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ne R
‘n \4 @lp)= 0
~~
Plv)
lr /
(4

;{0‘:0 ®

Figura 1.3: Lema de Morse.

mapea el 0 a ¢ y transforma Hg(0) a la forma diagonal identidad. Entonces los

indices concuerdan en los dos puntos criticos. [

Definicién 1.26. Dado p un punto critico no degenerado de indice k para una

funcion f sobre M, la carta ¢ : U — R™ tal que ¢p(p) =0 y

Fod Wy tim) = (D) =02 — o — B+ s+ + VR

es llamada una carta de Morse.

Proposicién 1.27. (Lema de Morse). Supongase que p es un punto critico no
degenerado de una funcion suave f : R™ — R con f(p) = 0. Entonces hay un
conjunto abiterto U C R™ con p € U y un difeomorfismo ¢ : U C R™ — R™ con
w(p) =0 tal que

fow™ (y) = 501 ). Yy € o(U) (1.2

donde

DQf(O)(Z/:?J) = (y1>y2)(D2f<0))(yl,y2)T (1.3)

donde T significa la transpuesta de la matriz. Ver figura 1.3.

Prueba. Ver Cushman y Bates [6, apéndice E.2] |
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Proposicion 1.28. Dadas las condiciones de la proposicion 1.27 la siguiente igual-

dad de conjuntos se sigue:

p(f )N To) = (fop™)(e) (1.4)

Prueba. & Sea z € o(f () NUy), entonces (z,y) € (f~1(e)NUs) v ¢(x,y) = =.
Dado que (z,y) € f~'(€) entonces f(z,y) = € = f(p7'(2)) = (f o ¢7')(2). Por
lo tanto z € (f o ™ ')7!(e). En términos estrictamente de conjuntos tenemos la
siguiente cadena de igualdades o(f(€) N Uy) € o(f1(€)) Np(Us) = o(f1(e)) =
(pof™)(e) = (fop™)(e).

S Seaz € (fop™)7He), es decir, (fop ') (e) = {2 € p(Uh) : (fop™)(z) =
¢}. Dado que z € p(Up) entonces z = ¢(x,y) para algin (v,y) € Uy. Ademéds z =
o(z,y) = ¢(f~1(¢)). Entonces (z,y) € f~(). Por lo tanto (z,y) € (Us N f~(c)).

Lema de isotopia de Morse

El lema de isotopia de Morse nos da un criterio 1til para cuando dos conjuntos

de nivel de una funcién suave son difeomorfas.

Definicién 1.29. Sea M una variedad suave y N1, Ny subvariedades suaves de M.
Decimos que Ny es isotopica suavemente a Ny si existe una familia de difeomorfis-
mos suaves de un solo pardmetro 1 : [0,1] x M — M tales que para cada t € [0, 1]

se tiene 1, : Ny — Ns.

Proposicién 1.30. (Lema de Isotopia de Morse) Sea f : M — R una funcion
suave y propia. Si [a,b] es un intervalo cerrado no vacio contenido en el conjunto

de valores requlares en la imagen de f, entonces f~1(a) es isotdpica suavemente



CAPITULO 1. INTRODUCCION 18

a f71(b), esto es, hay una familia de difeomorfismos suaves de un solo pardmetro

¥ :[0,1] x M — M tales que para cada t € [0, 1],

Uy fHa) = fFHa+tb—a)), (1.5)

donde y(x) == P(t, x).
Prueba. Ver Cushman y Bates [6, Apéndice E.3]. |

La prueba de la proposicién anterior consiste en empujar el conjunto de nivel
f~a) hacia el conjunto de nivel f~1(b) a lo largo de las curvas integrales del

campo vectorial gradiente asociado a f.

Proposicién 1.31. Sea 0 un valor reqular de la funcién suave f : R* — RF y
supongase que g : R™ — R es una funcién suave. Si x € f~1(0) es un punto critico
de

glf 1(0): f7H(0) CR" = R

con multiplicador de Lagrange )\, esto es

Dg(z) + MDfi(x) + ... + M Dfr(x) =0 (1.6)

entonces el Hessiano de g|f~'(0) en z es

(D*g(x) + MD? f1(z) + ... + D fi(2))| T f ~1(0) (1.7)

donde T,(f~1(0)) = ker D f(z)

Prueba. Ver Cushman y Bates [6, apéndice E.2]. |

La teoria de Morse es solamente una parte de la teoria llamada Teoria de
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singularidades, existen diversos libros respecto a esta teoria, pero como una in-
troduccion se puede ver el libro de aportaciones matematicas de Bulajich y Lopez

de Medrano [4].

1.3. Algebra y geometria simpléctica

En esta seccion hacemos una extension de conceptos de algebra lineal y de una
variedad diferenciable para definir un algebra lineal simpléctico y una variedad
simpléctica respectivamente. La referencia principal de esta seccién viene dada por
Cushman y Bates [6, dpendice A].

Si B: E x FF — R es una forma bilineal, esto es, es lineal en cada una de sus
entradas, su matriz B;; se define por B;; = Ble, f;), es decir, B(v,w) = v'Bjw’
siendo las e; una base para £y las f; una base para F'. Definimos la transformacion

lineal asociado B’ : E — F* por B’(v)(w) = B(v,w).

Definicién 1.32. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y sea w : V' X
V' — R una forma bilineal continua sobre V. La forma w se dice no degenerada

st w(v,w) = 0 para toda w € V implica que v = 0.

La transformacion lineal continua inducida w” : V' — V* se define por
() (w) = w(v, ) (1.8)

La no degeneracién de w es equivalente a la inyectividad de w’.
Si {€’} denota la base para V*, entonces {€’} es la base dual a la base {e;}, esto

es, (€, e;) = d], y si escribimos v = v'e; y w = w'e;, entonces w(v, w) = v'w;;w’.

Definicién 1.33. La forma simpléctica w sobre un espacio vectorial V' es una

forma bilineal antisimétrica no degenerada sobre V. El par (V,w) es llamado un
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espacio vectorial stmpléctico.

En literatura mas avanzada como puede verse en [5], se tiene que las formas
diferenciables de orden k o simplemente una k-forma es justamente un tensor an-
tisimétrico del tipo (0, k). Estos son una clase importante de campos tensoriales
sobre una variedad diferenciable las cuales juegan un rol importante en las aplica-

ciones fisicas.

Complementos ortogonales simplécticos.

Definicién 1.34. Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico y sean W un subes-
pacio de V.
We ={veViw(,w)=0, Vwe W} (1.9)

es llamado el complemento ortogonal simpléctico de .
A continuacién mostramos algunas propiedades.
Proposicién 1.35. Sean U, W subespacios vectoriales de (V,w).
1. W% es cerrado
2. U cC W implica que W« C U¥
3. UNWY =(U+W)
4. 8i'V es de dimension finita, entonces dimW + dimW* = dimV
5. 51V es de dimension finita, W< =W
6. Si U y W son cerrados, entonces (UNW)¥ =UYNW*

Definicién 1.36. Un subespacio W de un espacio vectorial simpléctico (V,w) es

simpléctico si y solo si wlwxw es no degenerada
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Proposicién 1.37. Sea W un subespacio del espacio vectorial simpléctico (V,w).

Entonces
1. W es simpléctico si y solo st WNW* = {0}
2. Si W es un subespacio simpléctico, entonces W también lo es.

Prueba. 1. = Supongamos que w; € W N W<, Entonces w(wy,w) = 0 para
toda w € W. Como w|wxw es no degenerada, entonces w; = 0. Por lo tanto
W nwe={0}.
< Supongamos que para algin w; € W se tiene w(wi,w) = 0 = w’(w;)(w)
Entonces para toda w € W se tiene 0 = w(wy,w), esto es, w; € W*. Por lo tanto
wy; € WNW« = {0}. Puesto que la dimensién W = dimensién W* entonces la
funcion w” : W — W* es biyectiva. Entonces w|y xw es no degenerada.

2. Puesto que W es simpléctico, {0} = W N WY = (W*)* N W* Luego por el

inciso anterior W« es simpléctico. [ |

La geometria simpléctica es una globalizacién del dlgebra simpléctica. Esta
estudia las variedades simplécticas y los difeomorfismos. La relacion con la mecani-
ca se debe, en primera instancia, a que el espacio fase de un sistema mecanico
es una variedad simpléctica, y el tiempo de evolucién de un sistema dindmico

conservativo es una familia de un solo parametro de difeomorfismos simplécticos.

Definicién 1.38. Una forma simpléctica o una estructura simpléctica sobre una
variedad suave M es una 2-forma w no degenerada y cerrada sobre M, es decir,

para cada v € M, w(x) es no degenerada y dw = 0.

Definicién 1.39. Una variedad simpléctica (M,w) es un par consistiendo de
una variedad suave M junto con una 2-forma w no degenerada y cerrada, en otras

palabras, (T,M,w(p)) es un espacio vectorial simpléctico.
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Si (My,w1) y (Ms,ws) son variedades simplécticas, entonces la transformacion
suave f : My — Mses una transformaciéon simpléctica o candnica si f*wy = wy.

Observacion. En [2] se puede mostrar que no toda variedad de dimensién par
permite una estructura simpléctica. Por ejemplo la esfera S?® no puede admitir
una estructura simpléctica si n > 2.

En muchos problemas fisicos, el espacio fase es el haz cotangente T*(Q) del
espacio de configuracion (). Sobre T*() hay una estructura simpléctica natural dada
Q como una variedad suave de dimensién n y coordenadas locales {dq', ..., dq"}.
Entonces {dq¢', ..., dq"} es una base de T7Q (el haz cotangente anclado o teniendo
base en ¢) y escribiendo a € T;(Q) como o = pidq® se tienen coordenadas locales
{q¢*, ..., q", p1, ..., pn} sobre T*Q.

Definimos la forma simpléctica canénica w sobre T*Q por w = dg¢’ A dp;.
Esta 2-forma w es localmente constante, esto es, w es independiente del punto base

y por lo tanto dw = 0.

1.4. Grupos y algebras de Lie

En esta seccion definimos lo que es un grupo de Lie, el dlgebra de Lie asociado al
grupo de Lie, acciones sobre un grupo y propiedades de estas acciones. Las acciones
de un grupo de Lie son importantes pues nos permiten identificar simetrias dentro
de un sistema mecanico. Las principales referencias para esta seccion vienen dadas

por Marsden [13] y Mircea [15].

Definicién 1.40. Un grupo de Lie es una variedad G que tiene una estructura de
grupo consistente con su estructura de variedad en el sentido de que la multiplica-

cion de grupo i : G X G — G : (g, h) — gh es una transformacion C°.
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Observacion. En el caso de un grupo matricial de Lie, este es un conjunto no
vacio de matrices invertibles con entradas en los reales o complejos, junto con la
operacién de multiplicacién matricial. Tal conjunto G debe ser cerrado bajo dicha
operacién, inversiéon de matriz y la toma de limites dentro del conjunto de todas

las matrices invertibles.

Las transformaciones Ly : G — G, h +— ghy Ry : G — G, g — gh, son llamadas
las transformaciones de traslacion izquierda y derecha respectivamente del
grupo. Por lo tanto tenemos Ly 0 Lgy = Lgig2 ¥ Rpi © Rro = Rpani- Si e denota
el elemento identidad, entonces L. = Id = R., y por lo tanto (Ly)™' = Ly1 y

(Rh)il - Rhfl .

Ejemplo 1.4.1. El grupo de isomorfismos lineales de R™ a R™ es un grupo de
Lie de dimensién n?, llamado el grupo lineal general y denotado por GL(n,R).
Este es una variedad suave, puesto que este es un subconjunto abierto del espacio
vectorial de todas las transformaciones lineales L(R™, R") de R™ a R". El grupo
GL(n,R) es la imagen inversa de R\ {0} bajo la funcién continua A — detA de

L(R",R") a R.

Sea e el elemento identidad de GG. Cualquier vecindad de e puede ser mapeado
por una translacién L, sobre una vecindad de ge = g. Nosotros podemos introducir
un mapeo diferential dado por dL, : T.G — T,G y por lo tanto a cada elemento

de T.G le podemos asociar un campo vectorial invariante sobre G.

Definicién 1.41. Un campo vectorial X sobre G se dice izquierdo invariante, Si
Vg € G se tiene dL,X (e) = X (g), esto es equivalente a decir que Yh € G se tiene

dL,X (h) = X (gh).

Se puede demostrar como en [13] que el paréntesis de cualesquiera dos cam-
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pos vectoriales invariantes izquierdos es también un campo vectorial invariante
izquierdo. Esto permite darle a T.G la estructura de un algebra de Lie.

Sea e el elemento identidad de GG. Entonces para cada ¢ € T,G definimos un
campo vectorial X¢ sobre G por X¢(g) = T.L, (). Entonces X¢(gh) = TeLgn(€) =
Te(Lyo Lp)(&) = ThLy(ToLp(€)) = ThLy(Xe(h)) y por lo tanto X¢ es un campo

vectorial izquierdo invariante.

Definicién 1.42. Definimos el paréntesis de Lie en T,G por

[€:m] = [Xe, Xy](€) = Xjey (1.10)

para cada &,m € T.G y donde [X¢, X,)| es el paréntesis de Jacobi-Lie de campos

vectoriales.

Definicién 1.43. El espacio vectorial T.G con esta estructura de dlgebra de Lie

es llamado el dlgebra de Lie de G y se denota por g.

Observacién. Dado un grupo matricial de Lie GG, el dlgebra matricial de Lie g de
G es el conjunto de matrices {g/(0) : g € C°(M,R), g(0) = I}, donde la derivada
de una funcién de valor matricial es dada por la matriz de las derivadas de cada
entrada. Dicho en palabras, el algebra de Lie de un grupo matricial de Lie como

conjunto se define simplemente como el espacio tangente a la identidad en G.

Ejemplo 1.4.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Entonces T,V ~ V
(isomorfo) y el campo vectorial izquierdo invariante definido por & € T,V es el
campo vectorial constante X¢(n) = & para toda n € V. Por lo tanto, el algebra de

Lie de V es V misma.

Ejemplo 1.4.3. El dlgebra de Lie de GL(n,R) es L(R™,R"), denotado por gl(n),
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el espacio vectorial de todas las transformaciones lineales de R", con el conmutador

de paréntesis [A, B] = AB — BA.

Ejemplo 1.4.4. Sea G = SO(3) = {A € M3,3(R) : A’A = I,detA = 1} el grupo
de rotaciones en R®. Entonces el dlgebra de Lie de SO(3), denotado por so(3),

esta dado por el siguiente conjunto

0 —a b
50(3) = a 0 —c¢ |:abceR
—b ¢ 0

El dlgebra de Lie s0(3) lo identificamos con R? por asociando a cada v = (v!,v? v3) €

R? la matriz © € s0(3) dada por

0 —v3
—v? ! 0

es decir, v — 0 tal que vw = v X w, que es justamente el producto vectorial usual

de R3. Entonces se tienen las siguientes identidades

Entonces, si ponemos el producto cruz sobre R, el operador ~es un isomorfismo
de &lgebras de Lie y por lo tanto podemos identificar s0(3) con R* mediante el

producto cruz como el paréntesis de Lie.

Sea X¢ un campo vectorial izquierdo invariante sobre G correspondiente a § €
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G. Entonces hay una curva integral unica c¢¢ : R — G de X, comenzando en e, es
decir, ¢¢(t) = Xe(ce(t)), ce(0) = e. Afirmamos que cg(t + 5) = ce(t)ce(s), lo cual

significa que c¢(t) es un subgrupo de un solo pardmetro de G.

Definicién 1.44. La funcion exponencial exp : g — G se define por exp(§) =
Cg(l).

Definicién 1.45. Sea G un grupo de Lie y sea M wuna variedad. Una accion
(izquierda) de un grupo de Lie G sobre M es una transformacion suave ® : G X

M — M tal que:
1. ®(e,z) =z Yr e M
2. ®(g,®(h,x)) = ®(gh,x), VYg,he M, zeM

Una accién derecha es una transformacion ¥ : M x G — M que satisface
U(z,e) =xy V(¥(z,g),h) = VY(x,gh). Para toda g € G, sea &, : M — M dada

por x — ®(g, ), entonces . =idy y Py, = O, 0 Oy,

Definicién 1.46. Si ® es una accion de G sobre M y x € M, la orbita de x se

define como

Orb(z) ={®,(z) :ge M} C M (1.11)

En dimensiones finitas uno puede demostrar tal como en el libro de Marsden

[13], que la érbita de x, Orb(x), es una variedad inmersa de M.

Definicién 1.47. Para x € M, el grupo de isotropia (estabilizador o simetria)

de ® en x esta dada por

G, ={9geG:P,(z)=2z}CC (1.12)
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Una accion se dice

1. Transitiva si para toda x,y € M hay una g € G tal que gxr = y;

2. Efectiva si ®, = id); implica que g = e; esto es, g — ®, es uno a uno;
3. Libre si esta no tiene puntos fijos, esto es, ®,(x) = x implica que g = e;

4. Propiasi ® : Gx M — M x M : (g,z) — (x, ®(g,x)) es una funcién propia,

es decir si K € M x M es compacto, entonces &~ (K) es compacto.

Una acciéon @ de G sobre una variedad M define una relacion de equivalencia
sobre M por la relacion de pertenecer a la misma Orbita; explicitamente, para
x,y, € M, decimos que x es equivalente a y y que lo denotamos por x ~ vy, si existe
una g € G, tal que gx = y, esto es, si y € Orb(z). Ahora tomamos el cociente M /G
como el conjunto de estas clases de equivalencia, esto es, el conjunto de drbitas,

algunas veces llamado el espacio érbital. Entonces la funcién orbital

m: M — M/G:z— Orb(x) (1.13)

es suprayectivo. De acuerdo a Abraham [12] el espacio 6rbital M /G es un espacio

topoldgico si U C M/G es abierto si y solo si 77(U) es un conjunto abierto de M.

Proposicion 1.48. St ® : G x M — M es una accion propia y libre, entonces

M/G es una variedad suave y w: M — M/G es una submersion suave.

Prueba. Ver Abraham [12, secc. 4.4] [

Ejemplo 1.4.5. Sea M =R, G =R y la acciéon de G sobre M dada por

O:GXxM—M:(s,x)—x+s
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Entonces para z € R, la 6rbita Orb(xz) = R. Por lo tanto, M /G es un simple punto,

y la accién es transitiva, propia y libre.

Definicién 1.49. Supongase ® : G x M — M una accion. Para cada & € G, la
transformacion ® : R x M — M, definido por ®%(t,x) = ®(exp(tf),z), es una
accion sobre M. En otras palabras, ®eypiey : M — M es un flujo sobre M. El

correspondiente campo vectorial sobre M, dado por

gM(-T) = E q)exp(tﬁ) (l’) = Teq)xé. (114)
t=0

es llamado el generador infinitesimal de la accion correspondiente a &.

Definicién 1.50. Sea M una variedad suave, G un grupo de Lie y ® : G x M —
M wuna accion de G sobre M. Decimos que una funcion suave f : M — M es

equivariante con respecto para esta accion si para toda g € G se tiene

fod, =40 f.

Proposicién 1.51. Sea f : M — M una funcion suave equivariante. Entonces

para cualquier & € g tenemos

Tfolm=28mof

Prueba. Por equivarianza se tiene f o ®qpre) = Pexp(re) © f. Diferenciando con

respecto a t en t = 0 y usando la regla de la cadena se tiene:

d
Tfo(ﬂ
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estoes, Tfo&y=&yof. |

Definicién 1.52. Si vy : [a,b] — M es una curva sobre la variedad M, definimos

el levantamiento de v a T'M la cual es una curva sobre T'M dada por

vz[a,b]%TM:tH(y(t),le—(:)»

Definicién 1.53. Sea ® : G x M — M wuna accion. Definimos el levantamiento

1zquierdo tangente de la accion del grupo G sobre T'M por

O:GxTM —TM :(g,%0)) — —| ®(g,7(t)). (1.15)

1.5. Mapeos de momento

Para obtener cantidades conservadas en sistemas Lagrangianos y Hamilto-
nianos con simetrias se utiliza el concepto de mapeo de momento. Una formulacion
muy general de la relacién entre simetrias y cantidades conservadas fue dada por
Emmy Noether, quien mostré que asociado a cualquier grupo de simetrias de un
sistema mecénico hay (posiblemente definido localmente) una cantidad conservada.
Este resultado es conocido como Teorema de Noether.

Las cantidades conservadas son llamadas mapeos de momento y resultan ser
mapeos de Poisson desde el espacio fase del sistema mecanico al dual del algebra
de Lie del grupo de simetria. LLos momentos lineal y angular asociados con inva-
rianza traslacional y rotacional son los ejemplos més comunes. Para esta secciéon

la referencia principal viene dada por Mircea [15].
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Definicién 1.54. Sea (M,w) una variedad simpléctica conexa y ® : G x M — M
una accion simpléctica del grupo de Lie G sobre M. Si para cada & € g existe una

funcion definida globalmente j(f) : M — R tal que
Sn = Xjg)

entonces la transformacion J : M — g*, dada por

es llamado el mapeo de momento para la accion simpléctica .

La definicién anterior define una transformacion que manda vectores en g a
funciones suaves sobre M. En otras palabras, dado un mapeo de momento J es

equivalente a dar una transformacién lineal J: g — C°(M,R) tal que X ) = e

Proposicién 1.55. Sean (M,w,G) como en la definicion 1.54. Sea H : M — R
una funcion que es invariante bajo la accion del grupo G, esto es, (H(®y4(x)) =
H(z) para toda z € M y g € G. Entonces J(£) es una constante del movimiento

para la dinamica generada por H.

Prueba. Sucesivamente podemos escribir

{H,J(©)}ulx) = (Xj(H)(2) = (&x(H))(2)
d d

L e HE) =2 H@®,
dt o exp(t€) ('T") dt o ( p(t€) (Qf))
d

= —| H(z)=0.
a1
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Proposicién 1.56. (Noether) Sea ® una accion simpléctica de G sobre (M,w)
con el mapeo de momento J. Supongase que H : M — R es G invariante bajo esta
accion. Entonces J es una constante del movimiento para H, es decir, J o ¢y = J,

donde ¢; es el flujo de Xy .

Prueba. (Siguiendo a Mircea [15, secc. 3.3]) Para cada & € g se tiene {H, J ()}, =

0 0 equivalentemente J(£)(¢y(x)) = constante. Puesto que ¢,(z) = z, se sigue que

J(€)($i(x)) = J(§)(x) y por lo tanto J o ¢y = J. n

Definicién 1.57. Sea G un grupo de Lie conmutativo y M una variedad suave.
Una accion simpléctica con mapeo de momento J invariante bajo la accion del

grupo para toda x € M y g € G se dice una accion hamiltoniana.

En el caso de que G no sea un grupo de Lie conmutativo, la definicién de ser
una accién hamiltoniana requiere de méas condiciones como puede ver por ejemplo

en libro de Mircea [15].

1.6. Dinamica Hamiltoniana

La energia es usualmente usada como una cantidad conservada en fisica. En
un sistema cerrado la energia es constante conforme el sistema fisico evoluciona
en el tiempo. Para cualquier sistema fisico, cada cantidad conservada conocida
proporciona una ecuacion que puede ser muy til en el dnalisis del sistema. Pero la
energia es mas que una cantidad conservada: ésta, como funcién diferenciable con
valores reales, determina un campo vectorial que define la dindmica del sistema.

Esta funcién de energia la llamamos la funcién Hamiltoniana H y el corres-
pondiente campo vectorial sobre el espacio fase lo llamamos un campo vectorial

Hamiltoniano y lo denotamos como Xg. El campo vectorial corresponde a un sis-
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tema de ecuaciones diferenciales de primer orden sobre el espacio fase. La solucion
de estas ecuaciones diferenciales es el flujo Hamiltoniano. Fisicamente el flujo
Hamiltoniano representa los posibles movimientos fisicos. La referencia principal

viene dada por Mircea [15].

Definicién 1.58. Sea (M,w) una variedad simpléctica y H € C*°(M,R) una
funcion de valor real suave definida sobre M. El campo vectorial Xy determinado

por la condicion

iXHw =dH
es llamado un campo vectorial Hamiltoniano con funcion de energia H.

La expresion ix,w denota la 1-forma diferencial obtenida al insertar el campo
vectorial Xy dentro de la primera entrada de la 2-forma w. Este es algunas veces
llamado el producto interior de Xy y w. La terna (M, w, H) se denomina un sistema

mecanico Hamiltoniano.

Proposicién 1.59. Sea {q¢',...,¢", p1,...,pn} coordenadas candnicas sobre M, en-

tonces en estas coordenadas

““/O0H O OH 0
An = Z <3pi 3%‘ a 3%‘ api) (1'16)

i=1

Prueba. Sea Xy definido por la formula anterior. Por demostrar que ix,w+dH =

0. Por construccién tenemos

OH
Ip;
OH
g’

ix,dpi = w(Xp,dp;) = —
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Por lo tanto

n n

ixgw = Y ixy(dpi Adg') = (ixgudp)dg =Y (ix,dq")dp;

=1 =1 i=1

~OH . ~~0H
_ _;aqidq—;a—mdpi:—d]{

Proposicién 1.60. (Ecuaciones de Hamilton) La curva (q(t),p(t)) es una curva

integral de Xy si y solo st las ecuaciones de Hamilton se siguen, es decir

 OH . 0H
(=5 D=5 (1.17)

cont==1t,..,n.

Proposicién 1.61. (Conservacion de la energia) Sea (M,w, H) un sistema me-
canico Hamiltoniano y sea c¢(t) una curva integral para Xy. Entonces H(c(t)) es

constante en t. Mds aun, si ¢, es el flujo de Xy, entonces H o ¢y = H para toda t.

Prueba.

AHCO) i) e(t)= dB () X (c(t))

= —w(Xu(ct)), Xu(c(t)) =0

Sea ¢(t) una curva integral de Xy con condicién inicial x, es decir,

delt) _ _
O = Xu(et), o(0) =

Entonces tenemos H o ¢(x) = H(c(t)) = H(c(0)) = H(x). [
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Paréntesis de Poisson

El paréntesis de Poisson nos da la posibilidad de escribir las ecuaciones de

Hamilton en una forma equivalente y nos lleva a sistemas mecénicos mas generales.

Definicién 1.62. Sea (M,w) una variedad simpléctica y f,g € C*°(M,R). El

paréntesis de Poisson de f y g es la funcion {f, g}, dada por

{19} = w(Xy, Xy) (1.18)

Donde Xy, X, son los campos vectoriales hamiltonianos correspondientemente a

los hamiltonianos f,g.

Proposicién 1.63. Sea (M,w) una variedad simpléctica. En coordenadas canoni-

cas {(117 "1, u-,pn} se tiene

B n 8f ag (‘3f 89
(o= Y (Ghst - 5o5%)

i=1
Prueba. Ver Mircea [15, secc. 2.2]. |

Definicién 1.64. Sea (M,w, H) un sistema mecdnico hamiltoniano. Una funcion
suave f € C(M,R) se dice una constante del movimiento o una primera inte-

gral si esta satisface la siguiente condicion {f, H}, = 0.

Definicién 1.65. Un sistema hamiltoniano (M,w, H) es completamente inte-
grable si este posee n = (dim M)/2 integrales de movimiento independientes,
fi=H, fo,... fn las cuales a pares estan en involucion con respecto al paréntesis

de Poisson, i.e, {f;, f;} =0 para toda 1,5 =1,...n.
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Definicién 1.66. Sea (P,{,}) una variedad de Poisson y C € C®(P,R) una
funcion suave no constante tal que {C, f} =0 para cada f € C*(P,R). Entonces

C' es llamada una funcion Casimir.

Si una variedad P tiene una estructura del dlgebra de Lie {, } sobre C*°(P,R)
la cual satisface la identidad de Leibniz entonces decimos que la variedad P junto

con esta operaciéon de paréntesis es una variedad de Poisson.

1.7. Estructura de la tesis

En el capitulo de introduccion damos todos aquellas definiciones y proposi-
ciones que nos seran de utilidad para los siguientes capitulos, algunas de estas
proposiciones se demostraran y en otras solamente daremos la referencia.

Los siguientes tres capitulos restantes son totalmente dedicados al péndulo
esférico vy, la parte més importante de la tésis se encuentra en el captulo 4 donde
se describen las diferentes topologias asociadas a las diferentes funciones.

En el capitulo 2 se muestra la dindmica de dicho sistema, es decir, se muestran
explicitamente las ecuaciones de Hamilton y, al final de dicho capitulo se mues-
tra que hay otra cantidad conservada llamada el momento angular J. Dado que
H|TS?y J|T'S? dan cero bajo el paréntesis de Poisson, entonces se dice que el
péndulo esférico es un sistema hamiltoniano completamente integrable.

En el capitulo 3 reducimos el espacio fase original a un espacio fase reducido
M; mediante espacios cocientes, estas a su vez las identificamos como variedades
semialgebraicas las cuales forman un conjunto de polinomios los cuales se anulan
simultaneamente en todo punto de la variedad. Al final se da el hamiltoniano
reducido Hj.

En el capitulo 4 se encuentran los puntos criticos de la funcién de energia-
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momento de varias formas todas ellas equivalentes y que nos permitiran identificar
las topologias siguientes: a) topologia de Hj_l(h), b)topologia de &.4*(h,j) vy,

c)topologia de (H|T'S?)~!(h).



Capitulo

Dinamica y simetria del péndulo

esférico

En esta seccién siguiendo a Cushman y Bates [6] trataremos el péndulo esférico
como un sistema hamiltoniano constrenido, se derivaran las ecuaciones de Hamilton
y se mostrard que hay un eje de simetria el cual da lugar a un momento angular

conservado.

2.1. Hamiltoniano Constrenido

Sea (,) el producto interior Euclidiano y x el producto vectorial usual sobre
R3. Sea & = (z,y) las coordenadas canénicas sobre T*R? = R? x (R3)* ~ RS. La
2-forma simpléctica canénica en viene dada por w = X(dx; A dy;). Dada la varie-
dad simpléctica (T*R3, w) y f,g € C°(T*R?) se tiene por la definicién 1.62 que
podemos definir un paréntesis de Poisson {, }p+gs sobre C*°(T*R3) de la siguiente

forma:

of 0
{f 9trms = w(Xy, X Z ag 85 {&i, §ibrmre (2.1)

37
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donde los siguientes paréntesis de Poisson respecto a las coordenadas candnicas se

siguen:

{z",2;} =0; {yy}=0; {a',y;}=0".

Por lo tanto, la matriz ({&;, & }r+gs) viene dada por:

({&i; &} rmrs) = : (2.2)

En términos del parentesis de Poisson, las ecuaciones del campo vectorial ha-

miltoniano X g se reescriben como:

T= {9U>H}TR37 Y= {Z/a H}TR3-

Antes de considerar el sistema hamiltoniano constrenido coorespondiente al
péndulo esférico, consideremos el siguiente sistema hamiltoniano (H, TR? w) con

hamiltoniano H igual a

m m
H:TR = R: (2,y) = (47 + 95 +3) +mgzs = - (y,9) +mg(w, e5),
donde e; con i = 1,...,6 es la base usual de R® = T*R3. Eligiendo unidades

apropiadas de masa y longitud, podemos asumir que el hamiltoniano toma la forma

H TR~ R: (2,9) o 5(0.0) +{r,e5), (2.3)
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donde la transformada de Legendre nos permite identificar T*R3 con TR3.

De nuestro curso de mecénica sabemos que el hamiltoniano es la suma de la
energia cinética mas la energia potencial, entonces podemos ver que %(y, y) repre-
senta la energia cinética de la particula y (x, e3) la energia potencial. Tenemos por
lo tanto una particula con posicién (x1, xe, z3) y con vector de velocidad (y1, y2, y3)-

Utilizando el paréntesis de Poisson definido en (2.1) asi como la proposicién

1.63 se tiene que las ecuaciones de Hamilton para este sistema son:

3 3

To=1ys  Yo=0

T3=ys Yz=—1.

La solucién a las ecuaciones de Hamilton son:

I1<t) = alt + ag y1<t> = ay

To(t) = bt + by Ya(t) = by

siendo ay,as, by, by, c; constantes. Las curvas integrales de Xy dan el mo-
vimiento de una particula en R?® bajo una fuerza gravitacional vertical
constante.

Ahora constrenimos el movimiento de la particula a moverse sobre la esfera
S5? C R3. Usando la proposicién 1.14 y las siguientes definiciones construiremos la

variedad simpléctica T'S?.

Definicién 2.1. Sea {c;}F_, funciones suaves sobre una variedad simpléctica (M,w)
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y supongase que a € R* es un valor reqular de la funcion:

€ : M —RF:p— (ci(p),...,cu(p)), (2.4)

entonces por la proposicion 1.14 se tiene que N = € '(a) es una subvariedad

suave de M, llamada la variedad constrenida definida por las funciones constriccion

{Ci}le-

Definicién 2.2. Si la matriz formada por los paréntesis de Poisson de las funcio-
nes de constriccion ({c;,c;}(p)) es invertible para toda p € N, entonces decimos

que N es una subvariedad cosimpléctica de M.

Sea ToR? = (R® — {0}) x R® = (z,y), con = # 0 y sean las funciones de

constriccién c¢q, ¢y definidas de la siguiente manera:

e TR = R: (2,y) — (z,2) — 1

(2.5)
Co ! T’O]Rg —R: (l‘,y) = <£L‘,y> :
Entonces si definimos la siguiente funcion
€ : ToR* — R?: (x,y) — (c1(,y), ca(m,y)), (2.6)

por la definicién 2.1 tenemos que T'S? = € ~1(0) es una subvariedad suave de TyR?,

cuya dimensién es 4 de acuerdo a la proposicién 1.14.

Observacién. Algunas veces hablaremos de T'S? como una variedad simpléctica
o como una variedad cosimpléctica; como variedad simpléctica T'S? es de dimensién

4 dado que S? es una variedad de dimensién 2 y por la proposicién 3, el haz
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tangente T'S? es una variedad de dimensién 4, como variedad cosimpléctica, T'S?

es una variedad de codimensién 2.

Dada las funciones de constriccion ¢y y ¢z en (2.5) estas satisfacen los siguientes

paréntesis de Poisson:

{Cl, Cl} = 0 = {CQ,CQ}

0&; O
Jcy Ocg  Ocy Ocy
Or1 Oy Oy Oy
Ocy; Ocy  Ocy Oca
Oy 0ys Oz O
Ocy; Ocy  Ocy Oca

Owy dys  Dys Oy
= 207 + 225 + 223 = 2(w, ) = —{c3,¢1} .

{01702} = Zaq%{&fj}ﬂl@

Por lo tanto la matriz formada por los paréntesis de Poisson de las funciones de

I I

Dado que x # 0, el determinante de ({c;, ¢;})zyrs es distinto de cero y por lo tanto

constriccion es:

invertible para toda (z,y) € ToR?® cuya inversa es:

Por lo tanto de la definicién 2.2 se tiene que T'S? es una variedad cosimpléctica
de ToR3. Definida nuestra variedad cosimpléctica lo siguiente es determinar una

forma simpléctica para ésta y para ello hacemos uso de la siguiente:
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Proposicion 2.3. St N es una subvariedad cosimpléctica de una variedad sim-

pléctica (M,w), entonces w|N es una forma simpléctica sobre N.

Prueba. (Siguiendo a Cushman y Bates [6]) Para toda p € N sea V), el espacio
generado por los vectores linealmente independientes {X,, (p), ..., X, (p)}, donde
las {c;}*_, son funciones suaves definidas de la variedad simpléctica (M,w) a R y
a las cuales llamamos funciones de constriccién. Ademds cada {X,,(p)} satisface
w(Xe,(p),v) = dci(p) - v para toda v € T,N. Sea y(t) una curva regular sobre la
variedad simpléctica con v(0) = p y 7/(0) = v, entonces para toda v € T,N se

tiene

= e ®)| = Ga) =0

dei(p) - v
donde a; = cte y 1 < i < k. Por lo tanto w(p)(X,,(p),v) = 0 para toda v €
T,N, y por la definicién 1.34 de complemento ortogonal simpléctico tenemos que
X, (p) € (I,N)*. Como que X, es arbitrario se tiene V, C (1,N)¥ y por las
propiedades de la proposicion 1.35 tenemos ((7,N)*)* = T,N C V*. Dado que
la matriz ({c;,c;}(p)) = w(p)(Xe(p), X¢;(p)) es invertible, V,, es un subespacio
simpléctico de (T, M, w(p)) de dimension k, el cual debe ser par. Por la proposicién

1.7 sabemos que T,M es un espacio vectorial de dimensiéon m y dado que X, es

un espacio vectorial de dimensién k& entonces

dimT,N = dimT,M — dim.Z{dci(p), ..., dcx(p)}
— dimT,M — k
= dimT,M — dimV,

= dz’m\/;"

Por lo tanto T,N = V;°. Luego TN es un subespacio simpléctico de (7,M,w(p)),
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esto es, w|N es no degenerada. Puesto que d(w|N) = (dw)|N = 0, entonces w|N

es una forma simpléctica sobre N [ |

Por la proposicion anterior se tiene que w!T S? es una forma simpléctica sobre

la variedad T'S?. Por lo tanto tiene sentido definir:

Definicién 2.4. FEl péndulo esférico es el sistema constrenido

(T'S?, w|TS?, H|TS?).

Para calcular directamente el campo X 7g2 necesitamos conocer la forma sim-
pléctica w|T'S?, lo cual implica pasar, por ejemplo, a coordenadas esféricas. Sin
embargo nos podemos ahorrar este trabajo usando el método que se describe a
continuacion.

Volviendo al caso de un sistema hamiltoniano constreinido general, y usando
la notacién de la definicién 2.1, considere la matriz {C%}. Supongamos que las
funciones de constriccién son tales que la matriz {C*} es invertible en N (y por
lo tanto en una vecindad de N). Sea C;; dicha matriz inversa. Sea F' una funcién

suave sobre M y F|N su restriccion a N. Se tiene la siguiente:

Proposicién 2.5. Sea Xp|y el campo vectorial hamiltoniano definido por
wn(Xpn(2),v) = d.(F|N) - v

para toda v € T,N y donde wy es w restringida a vectores tangentes a N. Entonces

para toda z € N,

.
Xpin(2) = Xp(2) = D _{F,¢}Cy(2) Xui(2). (2.7)

i,j=1
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Prueba. Ver Marsden [13, prop. 8.5.1]. [ |

La prueba de esta proposicién se basa en darse cuenta que a) el miembro derecho
de (2.7) es tangente a N y b) para todo v € T, N se tiene que d,F - v = d, F* - v,
donde F* = F — Y {F,'}Cj;c.

Ahora haciendo uso de la proposicion 2.5 calcularemos a continuacion el campo
vectorial Xprs2. Dada la funcién H como en (2.3) y las funciones de constriccion
c1(x,y) y ca(z,y) como en (2.5) entonces calculando cada uno de los términos de

(2.7) se tiene:

XH(:L‘7y) = (y17y27 Ys, 07 07 _1) = (yv _63) ;

GH 061
{H7 Cl}(‘r7 y) ; agz agj {fng}TIE@
OH Ocy  0OH 0cy
Oy dyy Oyr Oy
OH 801 OH 861

— e — = 2.
* O0xy 0y Oys Oy ( 8)
L 9 0cr OH Oy
al'g 8y3 8y3 al'g
= —y12m1 — Y2229 — Y3223 = —2(x,y) ;
{H702}(m7y) = _<y7y>+ <l‘7€3>;

X, (z,y) = (0,0,0,—2z1, —2x9, —223) = (0, —2x);

XCz(xay) = (1'1,1'2, T3, —Y1, —Y2, _y3> = (3’), _y) .
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Entonces para toda (z,y) € T'S? se tiene

Xurs2(v,y) = Xp— [{H, c1}CroXe2 + {H, 02}021Xcl]

= (y,—e3) — [— 2<w,y>< - ﬁ)(x —y)} +
- [t - ) (5555) 0. ~20)
= (g —es) [_fv<fv,y> y(;fﬂ N

Por lo tanto, el campo vectorial hamiltoniano Xy 7s2(z,y) para toda (z,y) €

TS? viene dado por

(2.9)

2.2. El mapeo de momento J

Sea G = SO(2) el grupo de rotaciones, donde

cost —sent
SO(2) = teR
sent  cost
Se puede demostrar siguiendo la definicién 1.40 que SO(2) es un grupo matricial
de Lie. Es claro que podemos identificar SO(2) con el circulo unitario en el plano,
St

Para cada t € [0, 27] sea ¢ la accién izquierda del grupo SO(2) (ver definicién
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1.45) sobre R? de la siguiente forma

o(t,x)) = (x1 cost — xgsent,xysent + xycost, r3) .

Utilizando la observacion asociada a la definicion 1.43 se tiene que el algebra

de Lie s0(2) del grupo SO(2) viene dada por

En efecto, sea ¢; la curva dada por

costd —sentd
Ct - 0 — Ct(e) =

sentd costl

Esta curva pasa por el elemento identidad cuando § =0 y

como esperabamos.
Por la definicién 1.44 se tiene que la funcién exponencial exp : s0(2) — SO(2)
viene dado por

0 —t cost —sent
exp =c¢(1) =

t 0 sent cost

La funcién exponencial sera de utilidad cuando calculemos el generador infinitesi-

mal de la accidn.
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Por la definicién 1.53 la accién izquierda ¢ del grupo S* induce un levantamiento

de esta accién a TR? dada por

P: S xTR? - TR? : (t,(x,y)) — (R, Ry)

(2.10)
donde
cost —sent 0
R, = sent cost O
0 0 1

Es claro que R; restringida a R? es justamente SO(2).

Dada la accién (2.10) por la ecuacion (1.14) se tiene que el generador infinite-

simal de la accién ® es aquel campo vectorial Y cuyas curvas integrales satisfacen:

du Tr Xe
9 e
dt (2.11)
W_ _yxe

En efecto, dado un punto en 7R3, la accién del grupo nos lleva a otro punto de

TR? dada por

O(t,(x,y)) = (x1cost — xysent,xqsent + xycost,xs,

. ypcost —ygsent,y;sent + ys cost,ys) . (2.12)
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Para toda & € s0(2) que es isomorfo a R se tiene

dt

t=0

t=0

(tE, (v, v))

0 —t&
€Xp ($1,I27$3,yl7ymy3)

0

costé —senté
(w1, 22,73, Y1, Yo, Y3)
sent{ costé

[x1 costé — wosenté, xy senté + x5 coste, x3

Y1 cos tE — Yy sent&, yy sen t& + y cos t&, ys]

[—xzﬁ, 11§, 0, —y2&, 11§, O]-

48

(2.13)

Por otro lado, es facil ver que si desarrollamos las ecuaciones de (2.11) obtenemos

el campo vectorial (2.13).

Por la definicién 1.54, el mapeo de momento J : TR?® — R de la accién ® del

grupo St sobre TR? viene dado por

J:TR?> = R: (z,y) — 21y2 — Toy1 = (T X ¥, €3) .

En efecto, nosotros mostramos que para toda £ € s0(2) se tiene que

0

0 0 0
{(r,y) = —59028—361 + 59018— - §y2a—y1 + §yla—y2 :

X2

(2.14)
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Entonces

J(x)-§ = (yldl"l + yodxo + y3d9€3)

s
= —Lxoy +ET1ys. (2.15)

0 9, 0 0
< - 551528—%1 + 5‘”18_9;2 - 5y28_y1 + fyl—>

Dado que ¢ € s0(2) es arbitrario se tiene lo deseado.
Lo siguiente que demostraremos es que tanto para H, T'S? y J definidos ante-
riormente se tiene que cada uno de ellos es invariante bajo la accién ® del grupo

St. En efecto

1
O*H(x,y) = Hoq)(x,y):é (y1 cost — yasent)® + (y; sent + y, cost)® +
+ yg + x3
1
= SWi+wm+yi) +as=H(xy)

cro®(z,y) = (wicost—mysent)? + (zysent + xocost)? +
+ wi—l=al+as+25—1=cz,y)
cao®(x,y) = (xycost— xgsent)(y;cost —yisent) +
+ (x1sent + xycost)(yysent 4+ yp cost) + x3y3
= T1Y1 + Tayo + T3Y3 = c2(7, Y)
Jo®(z,y) = (wycost— xysent)(yisent + yscost)+
— (wysent + xqg cost)(y; cost — yo sent)

= X1Y2 — T2Y1 = J(J/'ay)

Dado que H es invariantes bajo la accion ® se tiene por la proposicién 1.55 que J

es una constante del movimiento para la dindmica generada por H. De la misma
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manera, J|T'S? es una constante de movimiento para la dindmica generada por
H|TS? y dada por el campo vectorial (2.9). Entonces J|T'S? es una primera integral
del péndulo esférico. Por lo tanto, por la definicion 1.65 se tiene que el sistema
hamiltoniano (7'S? w|T'S?, H|T'S?) es un sistema hamiltoniano completamente

integrable.



Capitulo 3

Reduccién de la simetria S!

En esta seccion reduciremos nuestro sistema Hamiltoniano hasta obtener un
sistema Hamiltoniano con un grado de libertad sobre un espacio fase reducido el
cual es singular.

Sea 7; : TR?® — R con i = 1, ..., 6 el siguiente cambio de variables

T = X3 T4 = T1Y1 + T2Yo
T2 = Y3 Ts = T3 + T3 (3.1)
ngy%%—y; Te = T2Y1 — T1Y2 -

Es facil verificar que las 7;’s satisfacen la siguiente relacién polinomial

i+ =Tsms 73> 0,75 >0, (3.2)

Dada la relacién polinomial anterior se observa que el cambio de variables (3.1) es

o1
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singular. En efecto, el jacobiano de dicha transformacion viene dada por

8(7’1,...,7'6) 0 0 0 2y1 292 0

a<$1a ---7y3) n vy 0 0 0 0

2[E1 21’2 0 0 0 0

i —y1 0 —z9 x1 O

cuyo determinante es cero. Esto quiere decir que las variables 7;’s no nos van a servir
para describir todo TR? = RS, Sin embargo son justo las variables adecuadas para

describir TR?/S', como veremos a continuacién.

Observacién. De acuerdo a Cushman y Bates [6] y por el teorema de Weyl
[18] se demuestra que las 7;’s con i = 1,...,6 generan el dlgebra de polinomios

invariantes bajo la accién ® del grupo S*.

Una variedad algebraica (en inglés algebraic variety) es esencialmente un con-
junto de ceros comunes de un conjunto de polinomios. Una variedad algebraica
también es una variedad suave de dimensién m (en ingles algebraic manifold), y
por lo tanto cada trayectoria local suficientemente pequena es isomorfa a k™, donde
k es un campo y para nuestro caso es el campo de los nimeros reales. Una variedad
semialgebraica I es esencialmente una variedad algebraica en el sentido anterior
excepto que a parte del conjunto de ceros comtnes de un conjunto de polinomios

también permite dentro de este conjunto aquellas soluciones que sean positivas.
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Sea W la variedad semialgebraica definida por

W = {(n(z,y),...,76(z,y)) €R®: (2,9) € R°}
(3.3)

:{<7_17"'77—6)ERG:TZ+T(?:T37—57 7_3207 7—520}'

De acuerdo a Cushman y Bates [6, secc. IV.2] se tiene la siguiente:

Proposicién 3.1. La variedad semialgebraica W es homeomorfo al espacio orbital

TR3/S.

3.1. El espacio reducido };

Dado que T'S? es invariante bajo la accién ® entonces el espacio 6rbital 7'5%/S1

es la variedad semialgebraica V' definida por

V= {(7-177—277-377-477-577—6) € RG .

T+ T =TT T+ T =L+ =0,73>0,75 >0}, (3.4)

donde las expresiones 7'12 +75 = 1y 72+ 74 = 0 definen elementos del haz tangente
de la esfera. Entonces la variedad semialgebraica V' esta contenida en la variedad

semialgebraica W como lo muestra el siguiente diagrama.

TS2 CTR} ———W

%

V =18%/5" C TR?/S!

La 7 en el diagrama anterior es la funcién

7:TR® = R%: (z,9) — (112, y), ..., 76(z,y)) (3.5)
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y la o en el diagrama anterior es el homeomorfismo de la proposicién 3.1.
Dado que J|T'S? es el mapeo de momento de la acciéon ® de S* x T'S? el espacio

fase reducido

Vi = (JITS*)7(j)/8" (3.6)

es la subvariedad semialgebraica de V' definida por 74 = j. Esto es asi porque
sabemos que 7¢ es el momento angular. Eliminando 74 y 75 de (3.4) se obtiene la

variedad semialgebraica M; dada por

M; = {(11,72,73) € (JITS?)"'(5)/S"

(1l —72) =722 + 54 |n| < 1,3 >0}. (3.7)

Sea p la proyeccion dada por

p=(JITS*) 7 (j)/S" = R : (11,72, T3, T4, 5, T6) — (T1, T2, T3) - (3.8)

La inversa de la funcién de proyeccién p|V; esta dado por

v:M; C R? — (J|T‘SY2)_1((]')/,S’1 : (11,72, 713) — (71, T2, T3, —T1 T2, 1—7'12,j2). (3.9)

La funcién p es continua con inversa continua y por lo tanto p es un homeomorfis-
mo, entonces M; es homeomorfo como variedad semialgebraica a V; y sirve como
un modelo del espacio reducido.

El siguiente diagrama resume las relaciones entre los diferentes objetos intro-

ducidos en esta seccién. Aqui las A;’s son las proyecciones candnicas (funciones
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Figura 3.1: Variedad semialgebraica M;.

orbitales) y H; es el hamiltoniano reducido que se definira adelante.

(JITS*)7(5) TS? C TR "W (3.10)

o N
(JITS*)~1(j)/S" =V; —=T52/5* C TR?/S!

m

Hj
M; R

Cuando j # 0, M, es difeomorfo a R?, siendo la grafica de la funcién

2.2 2
_TiTy )
T3 = 2 |7—1|<1

Cuando j = 0, My no es la gréafica de una funcion, puesto que esta contiene las
lineas verticales {(£1,0,73) € R3 : 73 > 0}. También M, no es suave puesto que
los puntos p+ = (£1,0,0) son puntos singulares. Sin embargo M es homeomorfo
a R?. Ademés M, se puede obtener como un espacio érbital de la accién del grupo

Zs sobre la variedad T'S* definida por

<p:ZQ><TSl—>T51:(x,y)'—>($7—y)
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Figura 3.2: Grafic a M,.

Geométricamente este espacio érbital T'S'/Z, de la accién ¢ se obtiene por opri-
miendo primero la seccién del cilindro T'S* a un intervalo cerrado, el cual forma
un doblez y entonces pegando o identificando este cilindro oprimido a lo largo del
doblez hasta que los extremos se junten. Entonces M, es el espacio fase T'S* del
péndulo matematico con puntos identificados por la accién Z,. Esta identificacion
es necesaria puesto que nosotros no podemos distinguir velocidades positivas y

negativas en el péndulo esférico.

Observacién. El argumento anterior muestra que la reduccién singular del péndu-
lo esférico produce una representacién geométrica fiel del limite j — 0. En [6] se
muestra que esta reduccion singular también produce un modelo simpléctico exac-

to.
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3.2. El hamiltoniano reducido H;

Del capitulo anterior se mostro que el Hamiltoniano H definido en (2.3) es

invariante bajo la accién ®, entonces este induce la funcion
3 1 2
H;:R°>— R: (rq,7,T73) r—>§(73—|—72)~|—71. (3.11)

Por Cushman y Bates [6] se tiene que el campo vectorial Hamiltoniano sobre

C>°(M;) para el Hamiltoniano reducido H;|M; viene dado por

Xnjim; = 723_7_1 +(n(n—m—1)— 1)8—72 +2mmo(—m + 73+ 722>8_7'3

Siguiendo [6] proponemos el siguiente cambio de variables que sera de utilidad

en el capitulo siguiente. Sea

01 =T 04 =Ty
02 = T2 05 = T5

0'3:7'3+TQ2 O¢g — Tg - (312)

Dado este nuevo cambio de variables se tiene entonces que la variedad semialge-

braica M; dada en (3.7) se expresa como

Mj = {(0'1,02,0'3) < RS :

o3(1 —0?) — 05 —7=0, |o| <1, 05— 05 >0}. (3.13)

Dado que el campo vectorial Xpg,jps, involucra derivadas parciales entonces
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recordemos que la transformacion para cada una de estas derivadas viene dada por

do; 0
87’1 Z oT; 80]

para toda:=1,2,3 y j = 1,2,3. Entonces aplicando esta formula se obtiene

o 0
om o
i = i—i—20i
87'2 80’2 2(90'3
o 0
ors oy’

Entonces sustituyendo tanto las variables 7; como las parciales de estas en el campo

vectorial Hamiltoniano Xy |5, se tiene

0 0
Xu M, = 728—7_1+( T(n—m—T15) — 1>a7_2+
2 a
+ 27172< — T+ T3 —1—72)?
3
0 0 0
= 0-23_0'1+<0-1(0-1_0-3_0-§+0-§) 1> <6_2+20-260'3>+
0
-+ 2010’2(-0’1 +03—|—O'§ —U%>£
3
0 0
— 028_01 + ((1 — o)+ 0103> 07 +
0
+ ( — 209 + 20%02 — 2010903 — 20%02 + 2010203> —
03
0 0 0
= — (1 =¢? 20y ——
02801 (1 —o09) —i—crlag)a - o9 255

Asi, el campo vectorial hamiltoniano reducido en M; viene dado por

B , B 0
XHj|M 0'28—0_1—((1—01)+0103)8—0_2—20260_3 (314)



CAPITULO 3. REDUCCION DE LA SIMETRIA S 59

Observacion. Hemos entonces obtenido, como nos habiamos propuesto al inicio
de esta seccion, la dindamica en M;, que es un espacio fase reducido de dimension

dos y que por lo tanto describe a un sistema fisico con un grado de libertad.



Capitulo 4

La funcién de Energia-Momento

E M

En esta seccién estudiaremos la funcion de energia-momento

EM: TS?> CTR? — R?
(4.1)

1
(z,y) — (h,j) = (E(yf + Y3+ y2) + X3, T1Y2 — Tay1)

Estudiaremos quienes forman el conjunto de valores criticos, dado que nos permi-
tird identificar los puntos de equilibrio (pueden ser relativos) del péndulo esférico.
A simple vista podemos ver que los puntos (0,0,+1,0,0,0) € T(g0,+1)S* son pun-
tos de equilibrio, los demas puntos seran puntos de equilibrio relativos. También
estudiaremos las fibras de la funcién &.#, la cual mostrara al conjunto de todas

las posiciones y velocidades con energia y momento angular dado.

60
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4.1. Valores criticos

Comenzamos por encontrar al conjunto > de valores criticos de la funcion & .,
es decir, la imagen del conjunto de puntos de &.# donde su derivada no tenga rango
maximo.

Sea f: R" — R?: z — (fi(2), fa(2)) una funcién diferenciable. Sea Xy := {
(z0,0) € R?: (10,90) son valores crticos de f }. Es decir, para toda zy € U C R”,

con U un abierto de R"”, tal que
L. f(20) = (f1(20), fo(20)) = (z0, %0),
2. Df(z) no es suprayectiva,

decimos que zy es un punto critico de f y que (z,yo) es un valor critico de f.

Sea y un valor regular de f5. Entonces por la proposicion 1.14

Ay=f'(y) ={z €R": fo(2) =y},
es una subvariedad de R", cuya dimensiéon es n— 1. Puesto que y es un valor regular
se tiene que D fs|a,(2) # 0.

Proposicion 4.1. Siyy es un valor reqular de fo entonces el punto (xg,yo) estd en

Y siy solo si g es un valor critico de fi1]|Ayo.
Para la prueba de la proposiciéon 4.1 necesitamos el siguiente:
Lema 4.2. Sean A, B espacios vectoriales de dimension finita y sea T : A — B

una transformacion lineal. Entonces

dimkerT +dimim7T = dim A .
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Prueba. Este es un resultado estandar de dlgebra lineal; véase e.g. [9]. n

Prueba de la proposicion 4.1. = Haremos la demostracién por contrapositiva,
es decir, si suponemos que zy es un valor regular de f;|A,, entonces queremos
concluir que (zo,y0) ¢ Xs. Dado que zy es un valor regular de f;|A,, para toda
2y € Ay, tal que fi|Ay(20) = xo tenemos que D(f1]|Ay,)(20) # 0. Puesto que
Yo = fa(z0) es constante para toda zop € Ay, entonces D(fa|Ay,)(z0) = 0. Dado
que D(f1|A,,)(z0) # 0 existe vy € T, Ay, tal que D(f1]Ay,)(20) - v1 # 0. Entonces
Df(z0) - v1 = (Dfi(20) - v1, Dfa(20) - v1) = (a,0) para alguna a # 0. Como yq es
un valor regular de fs, entonces D fy(z) # 0, por lo que existe vy € T, ,R™ tal que
D fs(z0) - v2 # 0. Entonces Df(z) - v2 = (D fi(20) - v, D f2(20) - v2) = (b, ¢), con
¢ # 0. Por lo tanto D f1(20)-v1 y D fa(20)-ve son linealmente independientes. Por lo
tanto cualquier zg € f~!(z, yo) es un punto regular. Entonces (x¢,yo) es un valor
regular.

< Por demostrar que si z € f~'(xg,yo) entonces dim(im Df(z)) < 2. Por
el lema 4.2 es suficiente demostrar que dim(ker Df(z)) > n — 1. Por hipdtesis
Dfi(z) -v = 0 para todo v € T,A,,. Por otro lado, como f>|A,, es constante
entonces D fo(2)-v = 0 para toda v € T, A,,. Entonces T, A,, C ker(Df(z)). Por la
proposicién 2 se tiene que dim 7, A,, = n—1. Por lo tanto dimker(D f(z)) > n—1.

Entonces por la proposicién anterior, dada j° un valor regular, encontrar los
valores criticos (h°, j°) de &4 equivale a encontrar el valor critico h° de la funcién
H|Mjo. En el caso de que j° no sea un valor regular, los valores criticos (h°, j°)
se derivaran directamente de la funcién &.# de acuerdo a la deficién de punto
critico. De la ecuacion (3.13) o mas explicitamente de (3.7) sabemos que M; con

J # 0 representa una variedad que es difeomorfa a R?. Entonces la funcién H|M;
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se define como

o5+ J°

Hj I:H‘Mj:Mj—)RI<0’1,0’2)’—>m

+ g1 (42)

Por la definicién 1.13 se tiene que (0f,09) es un punto critico de H|MY si

o9 ((09)%+52 a9 —
DM gy = (145l )= (0 o)
Entonces (09, 09) es un punto critico si 0§ = 0y (1—(0?)?)2+0%52 = 0. Despejando
a j2 de la ultima igualdad se tiene
5 (1—(07)?)?
j* = - (4.3)

De la ecuacién (3.13) sabemos que oy € (—1, 1), entonces para que j2 este definida

se requiere que o) € (—1,0). Sustituyendo ¢ = 0 y 52 se tiene que h° es un valor

critico de H|M; si

T2 - (o0) !
1 30
S 4.4
20?+ 2 (4.4)

Entonces para j # 0, h” es un valor critico de H|M; si tiene la siguiente parame-
trizacion
1 3

hO(S) = —2—5 -+ 58, S € (—1,0)

Como se menciona al inicio de esta seccién, los puntos (£1,0) son tambien

valores criticos de la funciéon &.# y cuya demostracién se hace a continuacion.
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Definida &.# como en (4.1) su derivada D(&.#) esta dada por

DH 0 01 Y1 Y2 Y3
D(&A) = =

DJ y2 =1 0 —x9 1 O
La derivada D(&.#') no es suprayectiva si esta tiene rango 0 o rango 1. En el caso
de que tenga rango cero debe pasar que ambos renglones deben ser nulos, lo cual no
ocurre para DH. Por lo tanto D(& ) tiene rango uno si DH y D.J son linealmente
dependientes, entonces los puntos criticos deben satisfacer que 0 = aDH + 3DJ
con o, € Ry, a o [ distintos de cero. Desarrollando la ecuacién anterior e

igualando término a término se tienen las siguientes ecuaciones

0=a0+ 0y 0=ay — Bz
0=a0—pPy; 0=ays+ [

0=al+p80 0=ays+ (0

De la tercera ecuacion del lado izquierdo se obtiene que a = 0y § # 0. Dado que
8 # 0 entonces se tiene del lado izquierdo que y; = 0 = yy y del lado derecho se
tiene z; = 0 = x9, pero ademés como (x,y) € T'S? y por los resultados anteriores
se tiene ademas que x3 = £1 y x3y3 = 0 de donde se tiene que y3 = 0. Por lo tanto
(0,0,+1,0,0,0) € T'S? son puntos criticos de la funcién de energfa momento &.#
cuyos valores criticos son (h, j) = (£1,0).

Hemos entonces probado la siguiente:

Proposicién 4.3. El conjunto de valores criticos de la funcion de energia momento

EM tiene la siguiente forma

= 0o

1. Sij #0 (j un valor regular), entonces (h,j) = ( L 4 %01, :I:( 1__‘2 )) con

- 201

{
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o1 € (-1,0)
2. Sij =0 entonces (h,j) = (£1,0).

A continuacién vamos a volver a obtener los valores criticos de la funcién de
energfa-momento, esta vez siguiendo el argumento de Cushman y Bates en [6,
secc. IV.3]. En comparacién con nuestro argumento que nos llevé a la proposicién
4.3, el método que se sigue en [6] es mas complicado, pero tiene la ventaja de ser
mas geométrico y serd de utilidad para describir la topologia de las fibras de las
funciones de energia y de energia-momento.

Sea Il : 03 + 01 = h un plano y M; : 03 + j* = o3(1 — o) la variedad

semialgebraica definida en la seccién 3.2.2.

Definicién 4.4. Sean A y B subconjuntos de R™. Sea p € AN B tal que existe
U CR" abierto conp e U y ANU, BNU subvariedades de R"™. Decimos que p es
un punto en la interseccion de A y B con multiplicidad simple si dim(T,A+T,B) =
min(n, dim 7,A+dim 7, B). Decimos que p es un punto de multiplicidad mayor que

uno st no es de multiplicidad stmple.

Proposicién 4.5. Sean F,G : R® — R funciones diferenciables y sean u,v € R
valores requlares de F y G respectivamente. Entonces p € F~1(u) N G—1(v) es de

multiplicidad simple si y solo si (VF,VQG) son linealmente independientes en p.

Prueba. Haremos la demostracién por contrapositiva, es decir, p € F~'(u) N
G7'(v) es de multiplicidad mayor que uno si y solo si (VF, V@) son linealmente
dependientes en p. Supongamos que (VF,V(G) son linealmente dependientes en
p. Dado que F' y G son funciones diferenciables y wu,v valores regulares de F'y
G respectivamente, entonces VF y VG son distintos de cero. Sea A = F~'(u) y

B = G~!(v) subvariedades de R"™, entonces p € AN B es de multiplicidad mayor
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que uno si dim(7,A + 7,B) < min(n,dim7,A + dim 7,,B). Esto se satisface si y
solo si los planos T,A y T, B coinciden y por lo tanto si y solo si los gradientes
coinciden y que por hipétesis asi ocurre. Por lo tanto p € F~'(u) N G7(v) es de

mulplicidad mayor que uno. [ |

Corolario 4.6. Sea j # 0. Entonces un punto p € Il N M; es de multiplicidad
mayor que uno sii p es punto critico de & 4 . Esto ocurre sii h = H(p) es un valor

critico de H|M;.

Prueba. Dado que j # 0, entonces ITj, y M, son subvariedades de R?, parametriza-
das por (01, 09, 03) y tanto VH (p) como V.J(p) son distintos de cero. Tenemos que
p € I, N M; es de multiplicidad mayor que uno si dim (7,11, + 7,,M;) < 3. Esto es
ast sii los planos T,I1;, y T,M; coinciden, lo cual ocurre sii VH(p) || VJ(p), lo cual
ocurre sii D& .# (p) tiene rango menor que 2 (pues, de dlgebra lineal, sabemos que
el nimero de renglones linealmente independientes es igual al niimero de columnas
linealmente independientes). Esto tiltimo equivale a que p sea un punto critico de
&M . Si p es punto critico de & 4, entonces &.4 (p) = (h°, j°) es un valor critico
de & . Luego por la proposicién 4.1 tenemos que h° es un valor critico de H|Mjo.

Observacién Como conjuntos debemos tener que cualquier elemento de
(H|M;)~*(h) equivale a intersectar el plano IIj, con la variedad semialgebraica M;
en el punto 0° = (¢9,09,09). En efecto, de la definicién de IT;, podemos despejar

a 03 y sustituirla en M; para obtener que

M;:05+j52=2h-0)(1—-07), |o|<1
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Entonces

I, N M; = {(01,02,03) € R?: 05 = 2(h — o1), a§ + 4% — 2(h —o1)(1 — 0%) =0}

Si definimos

Q(o1,09) =03 + 5> = 2(h — 1) (1 — 0?) (4.5)

entonces

II;, N Mj = {(01,02,03) € R3 : O3 = 2(h — 01), Q(Ul,O'Q) = 0}

Por otro lado

o5+ j°

(H|M;)""(h) :={(01,02,03) € R®: 20 =07

+01:h}

Entonces es claro que se da la igualdad de conjuntos.

Podemos ver de la observacién anterior que hemos definido el polinomio @) tal
que Q(o1,02) = 0 equivale a intersectar II;, y M;, de nuestro curso de algebra
elemental, dado un polinomio P de una sola variable nosotros sabemos que sig-
nifica que dicho polinomio tenga raices de multiplicidad (ver Uspensky [17]), esta
multiplicidad la podemos extender a polinomios de n variables (ver Marsden [11])

y que a continuacion se tiene la siguiente:

Definicién 4.7. Sea Q(x1, ..., x,) una funcién suave. Decimos que una raiz (29, ..., x°

R" de Q) tiene multiplicidad mayor que uno si el polinomio de Taylor de Q) evaluado

0 0

en (2%, ...,x)) no tiene ni término constante ni término lineal.

Proposicién 4.8. Sean F' : R* — R, G : R* — R funciones diferenciables y
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%FT(? #0. Sea Q(x1, ..., Tn_1) = G(x1, ..o, Tp_1, Tp(T1, .., Tp_1)) donde z, : R" 1 —

R es la funcidn implicitamente definida por F(xq,...,x,) =0yp = (29,...,2°_, 29 (27, ...
Entonces p es de multiplicidad simple si y solo si 22 = (29,...,2%_ ) € F~'(u) N

G (v) es una raiz simple de Q.

Prueba. Seap € F~1(u)NG™(v) = {z € R": F(z) = u, G(x) = v}. Supongamos

que %FT? # 0. Sea p = (29, ...,2%). Entonces por el teorema de la funcién implicita

(ver Marsden [11]) existe z,, : R"™! — R diferenciable, definida en una vecindad

0/(,.0 0

de (29, ...,2% ) tal que 22(29,...,2° ) =20 v F(z1, ... n 1, Tp(21, s Trq)) = .

n—1

0

. €s raiz de

Definimos Q(z1, ..., xpn—1) = G(x1, ..., p_1, Tp(x1, ..., Tn—1)). Entonces x
Q, es decir, Q(z%) = G(p) = 0. Ademss sea Q = G o1, donde ¢ : R*! — R :

(21, ey )T = (21, o T, T (21, .o 20—1)) T, donde T significa la transpuesta.

Entonces la derivada de @) esta dada por D@ = DG - D1, donde

OF OF OF OF
(DF) = <8x1’m’ 0y’ 8%) B (A’ 8_907) ’

oG oG 0G oG
(DG) = (8x1’ T Ox axn) n (B’ 8_%) ’

Idm—1yx(n-1)
Dz,

OF\ ! oF
Dz, — — Mywin 1.
v (axn) D(rr, ) e
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Por lo tanto

oG r oG oG [ OF\ !
DQ = (B, 8%) (Id(nl),Dxn) — B+ o Dz, = B — o ( 6’:cn) A

—1
= Sea a = 2& ( 2 . Entonces
0xn \ OTn

_ _ oF oG _
aVF + VG = (aA, _G_xn> + <B, a—xn) = (aA+ B,O) = (DQ,O)

Si DQ = 0 entonces VF || VG, por lo tanto si VF(p) f VG(p) entonces DQ(z0) #

0

. es raiz simple de

0, es decir, si p es un punto de multiplicidad simple entonces z
Q.

< Supongamos que VF(p) || VG(p). Entonces existe (a, 3) # (0,0) tal que
aVF(p)+ pBVG(p) =0.Si g =0 entonces VF(p) = 0 lo cual es una contradiccion
dado que p es un punto regular, analogamente se sigue para o. Entonces podemos

suponer que

F
8xn axn

De la segunda entrada obtenemos que a = @, y sustituyendo este resultado en la
primera entrada se tiene 0 = @A+ B = DQ. Por lo tanto VF(p) || VG(p) implica

que DQ(x%) = 0. |

Definicién 4.9. Sean F,G : R" — R funciones diferenciables. Sean u,v € R

valores (posiblemente criticos) de F' y G respectivamente. Sea p € F~1(u)NG~(v).

Denotamos p = (29, ..., 2°). Supongamos que %FT(? £0. Sea Q : R"1 — R definida

como en la proposicion 4.8. Decimos que p es de multiplicidad simple si x° =

0

(29, ...,2° ) es raiz simple de Q.
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Observacién. De la definicién anterior, si u,v son valores regulares de F'y G
respectivamente, entonces F'~!(u) y G (v) son subvariedades de R y por lo tanto
tiene sentido aplicar la definicion 4.4. En ese caso quisiéramos ver que un punto
en la interseccion de F~'(u) y G7'(v) es de multiplicidad mayor que uno indepen-

dientemente de si usamos la definicién 4.4 6 4.9.

Considere el polinomio (4.5) el cual se obtiene de despejar a o3 de la definicién
de IIj, y sustituyendola en la definicién de M;. Entonces ) = 0 equivale a que el
plano II;, y la variedad semialgebraica M; se intersecten. Por la definicién 4.9 se
tiene que una raiz de multiplicidad mayor que uno de () corresponde a un punto
en II, N M; de multiplicidad mayor que uno. Dichas raices se pueden caracterizar

de manera méas simple con el polinomio P que aparece en la siguiente

Proposiciéon 4.10. Una raiz (09,09) € [-1,1] x R de la Q definida en (4.5) tiene

multiplicidad mayor que uno si y solo si
oy =0 (4.6)

y el polinomio
2 L,
P(oy) = (h—0o1)(1 —07) = 5J (4.7)
tiene una raiz miltiple o).
Prueba. El polinomio de Taylor de () en las variables 01,0, es de la siguiente

forma

1702 0?)"‘-'-4‘3(0?708)

Q(01a02> 01v02

donde R(c?,09) es el residuo. La raiz (0?,09) tiene multiplicidad mayor que uno
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si y solo si

(02)* + 5% = 2(h = a})(1 = (61)*) = 0 (4.8)

(2(1 = (6))*) + 407 (h — 0?),209) = (0,0). (4.9)

Las dos ecuaciones anteriores corresponden al término constante y al término lineal
respectivamente del polinomio de Taylor para (). De (4.9) es claro que la igual-
dad en la segunda entrada se d4 si o9 = 0. Sustituyendo este resultado en (4.8)
obtenemos

7 =2(h—o))(1 = (01)*) =0 (4.10)

Dado que oy debe ser una raiz multiple derivamos (4.10) y al derivar se obtiene
justamente el término de la primera entrada del lado izquierdo de la ecuacién (4.9).

Si definimos
1 2 1,
P(oy) = —§Q(0'1;<72 =0)=(h—0o)(1—-07)— 5J

se tiene demostrado la proposicion. [ |

Proposicién 4.11 (Cushman y Bates). Sea 09 y P(01) definidos como en (4.6)
y (4.7) respectivamente. Entonces ¥ estd parametrizada por h(s) = 2s — 5= y

j(s) = :i:(i/__ij), para s € [—1,0) U {1}.

Prueba. Para toda (h,j) € ¥ y o; una raiz multiple, el polinomio P definido en

(4.7) se puede factorizar como

(01— 8)* (01 —t) = 0} — (25 + t)o} + (25t + 8%)oy — ts5° (4.11)
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para algin s € [—1,1] y t € R. Igualando coeficiente a coeficiente de (4.7) y (4.11)

se tienen las siguientes igualdades

h=2s+t,

—1 = 2st + 5%, (4.12)
1 2
——j*+h=—ts*.
2] + S

Si s = 0, entonces la segunda igualdad nos lleva a que 0 = 1, lo cual es una
contradiccion. Entonces s # 0. Despejando a t de dicha igualdad y sustituyendola

en la primera igualdad se tiene

1 2 3 1
h(s)zZs———S—:—s——
2s 2s 2 25

Sustituyendo ¢t y h en la tercera igualdad de (4.12) se tiene

3 1 1 s
2 2
— 9(2s— — _ - _Z
/ 5o 7575 73))
1
= 35———85-8=25—~—35
s s
= ——(1-25 45" =—=(1—5%?2
Dado que j debe ser real entonces s € [—1,0) U {1}. |

La siguiente proposicién resume los resultados obtenidos hasta ahora acerca del

conjunto de valores criticos de la funcion de energia-momento:

Proposicién 4.12. Sea &4 la funcion de energia-momento definida en (4.1)
y sea (h,j) € in& M. Sea ¥ el conjunto de valores criticos de &M y sea M,
la variedad semialgebraica definida en la seccion 3.2.2. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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1. Si j # 0 entonces h es un valor critico de H|M;. Si j =0 entonces h = £1.
2. El punto (h,j) es un valor critico de & M .
3. Emiste un punto o € I, N M; con multiplicidad mayor que uno.

4. Emiste (09, 09) tal que el polinomio de Taylor de Q(oy, 02) evaluado en (09, 09)

no tiene término constante o lineal, donde (o1,03) € (—1,1) x R.

5. Euiste (0,09) tal que 09 =0y P(oy) = (h—o01)(1 —0}) — 357 tiene una raiz

0¥ de multiplicidad mayor que uno.

De acuerdo a la proposicién 4.11, el conjunto de valores criticos determinan la

siguiente curva, que denotamos por +B, excepto si s = 1, en cuyo caso h(l) =1y

j(1) =0.

Proposicién 4.13. La curva £(B) tiene la siguiente expresion

j= ig(?) — A2+ hVh2 +3)\/h+ Vh2+3=+(B(h)) (4.13)

para h > —1.

Prueba. Tomamos la expresién de h(s) obtenida en la proposicién 4.11 y mul-
tiplicando a ambos lados por 2s e igualando a cero se tiene la siguiente ecuacion
de segundo grado 3s? — 2hs — 1 = 0, cuya solucién es s = hifm Sustituyendo
la expresion anterior de s en j(s), igualmente obtenida en la proposicién 4.11 y
elevando al cuadrado se tiene

§% = _#(1 - (hi— °h2+3)2>2
h++vh2+3 3 ’
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/ - » N

(-1, 0)

-Blh)

O

Figura 4.1: Valores criticos de la funcién &.Z .

dado que j? es una cantidad mayor o igual a cero, tomamos la raiz negativa de s,

entonces se tiene

o8 <1 . (h—_ M))
R/ 3 '

Desarrollando y agrupando términos obtenemos

2 _L(Eﬂg RS 3)2

S T VIiE3\0 '

. . R ., /h2 .
Multiplicando esta tultima expresion por Zi \/'% se tiene

j= ig(g — B>+ hvV/h? £ 3)\ b + V2 + 3 = £(B(h)),

tal como lo deseabamos. [ |
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Observacién . La curva B(h) tiene dos ramas; una rama esta parametrizada
por +(B) y la otra rama esta parametrizada por —(B). Puesto que j = 0 cuando

h = —1, en este punto las ramas se unen de forma continua, es decir,

lim j(h) = hlin—l1i(8(h)) =+(B(—-1)) =0.

h——1

También en este punto se tiene que las ramas no se unen de forma suave, es decir

i, = 5O ) (e

7))

h=—1
(0)(1) (1)(4—|—2+3)

+
+ ( h+ h2+3>(—2h+W+
* <2><2> 2

| -

El punto (1,0) € ¥ es un punto aislado dado que no esta en +(B) y por lo tanto

es un valor critico aislado de & . .

Fisicamente el punto critico (0,0,—1,0,0,0) representa a una particula que
esta en equilibrio estable; por otro lado, el punto critico (0,0, 1,0,0,0) representa
a una particula que se encuentra en equilibrio inestable. En ambos casos la energia
total es puramente energia potencial. Los demas puntos que estan sobre la curva
(h,£(B(h))) determinan puntos de equilibrio relativos, tal como se dice al inicio

de este capitulo.

Observacién. Es claro que puntos en T'S? con velocidad cero tienen momento
angular cero. Por otro lado, si sabemos que un punto en 7'S? tiene momento
angular cero eso no implica que su velocidad sea cero. Esto es asi porque cualquier

particula que se mueva en el plano que contenga al eje de rotacién con velocidad
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distinta de cero tiene su momento angular cero. Por otro lado, cualquier particula
que gire alrededor del eje z, manteniendo una distancia constante con el mismo (i.e.
érbitas circulares), tiene su momento angular distinto de cero. Desde luego también
podemos tener particulas que sigan trayectorias méas complicadas con momento
angular distinto de cero, que fisicamente se ven como una “combinacién” de las

trayectorias descritas anteriormente.

Mis adelante se mostrara que los valores criticos (£1,0) de la funcién &4 son
especiales porque los correspondientes puntos criticos p = (£1,0,0) del hamilto-

niano reducido Hy son puntos singulares del espacio reducido M.

4.2. Topologia de Hj_l(h)

A continuacion describiremos la topologia de las fibras de el hamiltoniano re-

ducido H;(h) : M; CR* - R

Proposicién 4.14. El punto (h,j) es un valor critico de la funcidn de energia-

momento definida en (4.1) si y solo si la linea

1
lh:§03+01:hy0220 (414)
intersecta a la curva
Fio3(1—0})=3% 00=0, |oy| <1, 035>0 (4.15)

en un punto o° = (¢%,0,09) con multiplicidad mayor que uno

Prueba. De la definicién de [, podemos despejar a o3 y sustituirla en la definicién

de F para obtener la ecuacién 2(h — o1)(1 — 0%) = j2. Si definimos el polinomio
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P(oy) = (h—01)(1 — 0}) — 342, entonces P(o1) = 0 equivale a intersectar I, y F.

Por la definicién 4.9 el punto (07,0, 09) es de multiplicidad simple si y solo si o

es una raiz simple de P. Aqui por supuesto tenemos dos casos:

1. Sij =0, entonces P(oy) = (h—o01)(1—01)(1401). Si h # £1 entonces P(oy)
tiene solo raices simples. Si h = +1 entonces 0¥ = +1 es una raiz multiple

de P(oy).

2. Si j # 0 tomamos la derivada 42| , = —(1 — 0%) + 201(h — 01)| , = O si
1 0'1 0'1

y solo si —1 + (07)? — 200h + 2(0])?* = 0 si y solo si h(o]) = 309 — 3.
1

Sustituyendo h(o?) en P = (h — 01)(1 — 07) — 34 = 0 tenemos que j(of) =

1-(0})?

tienen las parametrizaciones anteriores y que justamente coinciden con los

i( ) Por lo tanto ¢? es una raiz multiple de P(oy) si y solo si by j
valores criticos de la funcién &.# obtenidas por ejemplo en la proposicion

4.3.

Sea p la proyeccion siguiente:

p:M; CR* - R?: (01,09,03) — (01,0,03). (4.16)

Notemos que si (01,0, 03) € p(M;) entonces o3(1 — of) > 52, |o1| <1, o3> 0.

La curva F definida en (4.15) es la frontera de la imagen de la proyeccién de
M; bajo la funcién p. En efecto, geométricamente la frontera de la desigualdad
anterior es justamente cuando se d4 la igualdad, es decir o3(1 — 0?) = j2. Por otra
parte, la funcién p proyecta todo punto de M; sobre el plano formado por (o1, 03),
en particular todo punto sobre la frontera de M; (digamos la ”silueta”de M;) bajo

la proyeccién de p debe satisfacer que a3(1 — o}) = j2, pero esto es nuevamente la
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Figura 4.2: La imagen del mapeo de proyeccion p.

definicién de la curva F definida en (4.15). Ver figura 4.2.

Observemos que si p es un punto en el interior de p(M;) entonces la fibra p~*(p)

consiste en dos puntos, mientras que si p esta en la frontera de p(M;) entonces la

fibra consiste en un solo punto. En efecto, por definicién tenemos:

p_l(p) - {(01’02’U3> S M] g R?) : p(0—170270—3) :p}
= {(01,09,03) € M; : o5(1 — 0’%) — 52> 0} (4.17)

= {(01,09,03) € Mj : 03 >0} .

Observacién. El punto ¢? es una raiz de multiplicidad 2 en el intervalo [-1,1]
para el polinomio P(oy) definido en (4.7), sin embargo no olvidemos que P(oy)
es un polinomio de grado 3 y por lo tanto tiene otra raiz, dicha raiz aqui no la

mostramos pero de acuerdo a la ecuacién (4.11) sabemos que se encuentra en el

intervalo (1, c0).

Proposicién 4.15. Sea B(h) la funcion definida por la proposicion 4.13. La topo-

logia de las fibras del Hamiltoniano reducido H; son:
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7\
b
2

\ \
. %
i \
T-

Figura 4.3: Topologia de ijl(h) conh=-1yj=0.

Condiciones sobre (h, j) Topologia de Hj_l(h)

1. j==+B(h), h > -1 Un punto

2.1jl < B(h), h > —1, (h,7) # (1,0) || S! suave

3. (1,0) St topolégico con un punto

singular conical

Prueba. Caso 1. Cuando h = —1, se tiene por la proposicion 4.13 que 57 = 0.
Entonces por la proposicién 4.14 la linea [_; intersecta a la curva F en el punto
(01,0, 03) tal que 303+ 01 = —1 y 03(1 — 07) = 0. Despejando a o3 de la primera
de las ecuaciones anteriores y sustituyendo en la segunda obtenemos la siguiente
ecuacion —2(1 + 01)(1 — o}) = 0. Es claro que o; = +1 son las soluciones de
dicha ecuacién. Si tomamos o7 = 1 y lo sustituimos en la definicion de [_; se
tiene que o3 = —4, lo cual no puede ocurrir dado que o3 € My y por lo tanto
o3 > 0. Entonces tomamos el valor de 0; = —1 y sustituyendo en [_; obtenemos
que o3 = 0. Por lo tanto H;*(—1) = (—1,0,0), el cual es un punto singular de la
variedad semialgebraica M. Ver figura 4.3.

Cuando |j| = B(h) y h > —1, por la proposicién (4.14) la linea I, intersecta a la

curva F en un punto no singular que denotamos por py ;. Entonces p(H;'(h)) =
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L=
o

5 .
Pl :
[ \“\'n:__ g

Figura 4.4: Topologfa de H; '(h) con |j| = B(h) y h > —1.

ph;- Dado que todo punto en F viene de un solo punto bajo la proyeccion p,

tenemos que Hj_l(h) es un punto. Ver figura 4.4.

2. Cuando |j| < B(h), h > =1y (h,j) # (1,0), la linea [} intersecta a p(M;)
en un segmento de linea cerrada Lj, ; cuyos puntos extremos estan sobre F. Para
todo punto en el interior de Ly ;, la fibra de p consiste de dos puntos (pues 2(h —
01)(1—0?) — j%> = 05 > 0) mientras que sobre los puntos extremos de Ly ;, la fibra

de p consiste de un solo punto (pues oy = 0). Entonces

7 (Lng) = {(01. 400, 03) € My 2 00 = \/2(h — 0) (1 — 03) — 2}

Es claro geométricamente que IT, N M; = p~*(L; ;). Como Hj_l(h) = II, N M;
concluimos que H;'(h) = p~'(Lp;), el cual es un circulo topolégico. Dado que
(h,j) es un valor regular de &.# y por la proposicién 4.1, el valor de h es un valor

regular para el hamiltoniano reducido H;. Por lo tanto H j_l(h) es un circulo suave.

Ver figura 4.5.

3. Cuando h = 1, la linea [; intersecta p(Mj) en un segmento de linea cerrada
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Figura 4.5: Topologfa de H;'(h) con |j| < B(h), h > =1y (h,j) # (1,0).

Ly . Por lo tanto H, '(1) = p~ (L) es un circulo topolégico.
Como una variedad semialgebraica en R?, el conjunto de nivel Hy = 1 se define

por

:2 :3( :1)
1 - - +
g g1q.
23 1

Eliminando o3 de las ecuaciones anteriores se obtiene

0 = 20—0)(1—=0})=2(1-0))*(1+0)

= 21-01)’)2-(1—0y) =41 -01)* = 2(1 —0y)>. (4.18)

Por lo tanto H,'(1) tiene una singularidad cénica en (1,0,0). En efecto, sea

afoy) = (o1, £/4(1 —01)2 —2(1 — 0)3,2(1 — 01)) una curva en R3. Un calculo
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Figura 4.6: Topologia de Hj_l(h) conh=1yj=0.

sencillo puede demostrar que el limite cuando o; — 1 por la derecha o por la
izquierda se tiene entonces que o — (1,£2, —2) respectivamente. Por lo tanto
tenemos una singularidad en el punto (1,0,0) € M,. Decimos que tiene una singu-
laridad cénica en este punto pues podemos ajustar un cono tangente a Hy (1) en
(1,0,0) tal que este punto es el vértice del cono.

En los demds puntos H; ' (1) es suave. Ver figura 4.6. |

4.3. Topologia de &.# ' (h,j)

A continuacion describiremos la topologia de las fibras de la funcién de energia-

momento del péndulo esférico.

Definicién 4.16. Sean N1, Ny variedades algebraicas en My, My, respectivamente,

donde M; es variedad diferenciable. Decimos que f : N; — R es suave si existe
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F € C®(M;) tal que F|N; = f. En ese caso denotamos f € C*°(N;). Sea 7 :
N; — Ny suprayectivo. Decimos que m es suave si para toda f € C(Ny) se tiene

que fom e C®(Ny).

Sea 7; : (J|T'S?)7'(j) — M, la funcién de reduccién dada por 7; := p o Ay,
donde  y Ay se muestran en (3.10). Por la definicién 4.16 tenemos que 7; es suave
si para toda f € C*°(M;) se tiene que fom; € C(J1(5)).

Lema 4.17. La funcién & : C*(M;) — C*(J(j)) : f = m;F := Fomn; esta bien
definida, donde F € C*(R®) es cualquier funcion tal que F|M; = f.

Prueba. (Siguiendo a Cushman y Bates [6, prueba 3.5]). Sea f una funcién suave
sobre el espacio reducido M;. Por definicién, hay una funcién suave F sobre R?
tal que F|M; = f. Entonces (10 A2)*F es una funcién suave sobre TR? siguiendo
el diagrama (3.10). Por lo tanto ((p o X\o)*F)[J7'(j) es una funcién suave sobre

J71(j). Supongase que F' es una funcién suave tal que F*'|M; = f. Entonces

w*(F — F*') se anula sobre V; = X\y(J71(j)), es decir,

fH(F = FY)|Vy = (F = F"Y o u|Vy = (F— FY)[M; = f — f =0

Por consiguiente, \3(u(F — F')) se anula sobre J7'(5), es decir

N ((F = FIDITTHG) = (' (F = F1)) o Aol T 7 (j) = p*(F = F')|V; = 0

Entonces ((1z o Xo)*FN[J71(j) = ((o Xo)*F)|J71(j). Por lo tanto la funcién

§:C%(My) — C=(J7H(j)) : f = ((mo Xa) F)IT())

esta bien definida. Como 7; = (1 0 A2)|J (), se sigue que & = 77 |
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Proposicién 4.18. Sea 7; la funcion de reduccion definida anteriormente. En-

tonces

1. Como conjuntos se tiene

EM(h,j) =7 (H ' (h)). (4.19)

J

2. La funcion de reduccion

T JNG) = M; CR?: (z,y) — (04, 09,03) (4.20)

es suave y tiene fibras

St si M; es suave en m,

un punto st M; no es suave en m .

Prueba.

1. De manera clara se tiene que &.# ' (h,j) = H~'(h) N J~'(j). Tambien
se puede ver del diagrama obtenido en (3.10) que la funcién de reduccién
m; es suprayectiva y ademds 7;H; = Hjom; = H|J71(j). Por lo tanto

m (Hy N (h) = (Hyomy) "t (h) = (H]J ()" (h) = H™ Y (h) N T (5).

i\
2. Por demostrar que dada f € C*°(M;) se tiene f om; € C(J|TS?*)~1(j).
Supongamos que f € C*°(M;). Entonces existe F' € C°°(R?) tal que F|M; =
/. La funcién de reduccién ; estd definida por m; = ;| (J|T'S?*) () con 7; =
o Ag. Por el lema 4.17, 7¥F € C*°(J7'(j)). Entonces existe ¢ € C*°(TR?)

tal que 7} F = ¢|J~'(j). Para demostrar que 7} f es suave basta demostrar
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que 7} f = ¢1|(J|T'S?)7'(j), para alguna ¢, € C=(TS?). Sea ¢y = ¢|TS>.

Entonces se tiene la siguiente cadena de igualdades:

Sl(JITS)7G) = ail(J(G)NTS?) = (6T DI () NTS?)
= (@P)|(J7N() N TS?) = 7 FI(J|TS*) ()
— Fom|(JITS?)'(j) = FIM, 0 m|(JITS?) " (j)

= [om|(JITS*)(j) = fom=m;f.

Queda entonces demostrado que la funcién de reduccién 7; es suave.

Ahora queremos demostrar que W{l(m) es homeomorfo a St si M; es dife-
renciable en m y a un punto en caso contrario. Observemos que M; es suave
en m sii m # (£1,0,0). En efecto, la variedad semialgebraica M; se puede

ver como la gréfica de la funcion :

con |o1| < 1. Si tomamos o7 # +1 entonces esta funcién estd bien definida.

Si ademéas nos tomamos gy # 0 y por lo tanto o3 # 0 entonces:

80'3 80'3
D = <—, —) = (a,b
(03) = (55, 85, ) = (@)
con b # 0. Por lo tanto la variedad semialgebraica es suave en m si y solo si
m # (£1,0,0). De hecho sabemos de la seccién 3.2.1 que si j # 0 entonces
M; es difeomorfa a R? y, si j = 0 entonces los tnicos puntos singulares de la

variedad semialgebraica M, son (£1,0,0).

Lema 4.19. Sea m € M; y m # {(£1,0,0)}. Entonces \;'(u~(m)) =
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-1 1
m; " (m) es homeomorfa a S*.

Prueba. Por definiciéon:

Wfl(m) ={(z,y) € TS’ NJ(j) : 01 = w3, 02 = y3, 03 = ||y} .

Sea U la siguiente funcién:

‘1’(01,02,03,3') 51— 7Tj_1(m) 10— ($1,$2,$37?J1ay%y3) . (4-21)

Sea m = (01, 02,03) un punto en M;. Dado que oy = z3 es un parametro,

entonces xr; y T2 quedan definidas por este pardmetro de la siguiente manera:

(v1,m3) = (1/1 — 03 cosh, /1 — o¥senb).

Por otro lado, las variables y; y vy quedan definidas por las ecuaciones

(:v,y) =0y x1ys — T2y; = J, es decir:

Y1 1 Ty —X2 —Z3Y3
1o} .
Y2 T2 T J
1 cosf) —send —0109
]
L=0o1\ senog cos 6 Ji

Entonces es claro que la funcion ¥ esta bien definida y es diferenciable y por
lo tanto continua. Claramente ¥ es un encaje de S' a R y por lo tanto es
un homeomorfismo sobre su imagen. Solamente nos falta por demostrar que

la imagen de W cae en m; '(m). Para toda (z,y) € ¥(S") se satisfacen las
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siguientes igualdades:

i+ ri+ad = (1—07)(cos’0+sen’d) +07 =1

—0109cosf — jsen 6
Try1 + Tayo + 3ys = /1 — 0% cos—— J

V1—o?
. — 0 + jcosf
n 1—0%sen9 o102s8ent + j cos + 0104
V1—o0?

= —0gy09c08%0 — jsenfcosf — o109 sen? 6

+ gsenflcosf + o100 =0

—o10gsenf + jcos6

TiYo — Tayr = \/1-0%0050( \/7 >
1—o?

/1 2 0(—01020089—jsen0>
V1—o}

= —oy09senfcosf + jcos®

+ o109senfcosf + jsen’f = j
r3 = 01

Ys = 02

—0109cosf — jsen 6?2
Y+ s+ s :( )

i (—0’1028€H9+jC089>2 g

o
2
1— o}
_ 1¥2 +0_2_ 2 = 03

(Continuacion de prueba de proposicion 4.18.) Queda solo por demostrar que
si m = (£1,0,0) entonces ;' (m) es un punto. Pero en este caso se tiene
que 0 = x3 = +1, entonces 11 = x5 = 0. Ademds o2 = y? + y3 + y2 = 0.

Entonces m; ' (£1,0,0) = {(0,0,+£1,0,0)}.
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Basados en la proposicion 4.18 vamos a demostrar la siguiente:

Proposicién 4.20. Sea B la funcion definida en la proposicion 4.13. La topologia

de las fibras de la funcion de energia-momento viene dada por la siguiente tabla.

Condiciones sobre (h, j) Topologia de &4 " (h, j)
1. (h,j) = (—1,0) Un punto
2.7l =B(h), h > —1 St suave

3. |7l < B(h), =1 < h y (h,j) # (1,0) || T? Un toro de dimensidn

dos suave

4. (h,7) =(1,0) T* (T? con un circulo longi-
tudinal pinchado en un pun-

to)

Prueba. 1. Si h = —1 entonces B(h) = 0. Entonces, por la proposicién 4.15,
H j;lo(h = —1) = un punto. En la prueba de dicha proposicién se muestra que dicho

punto es (—1,0,0), el cual es un punto donde My no es suave. Entonces, por la
proposicién 4.18, tenemos que &.# ' (—1,0) = 7rj_1({(—1, 0,0)}) = un punto. (De

la prueba de la proposicién 4.18 podemos ver que dicho punto es (0,0, —1,0,0,0).)

Observacién. Otra manera de ver este caso es la siguiente. No es dificil probar
que cuando (h,j) = (—1,0) entonces 03 = —1 y 03 = 0. De las definiciones de

01,02,03, esto forza a que (x17x27x37y17y2>y3) = (0707 _1a07070)'

2. En este caso seguimos en el inciso 1 de la proposicién 4.15, con h > —1 y
j = £B(h) # 0. Por lo tanto Hj_l(h) es un punto py ;. De la proposicién 4.18,
la fibra &.4 ' (h,j) = m (H; ' (h) = 75 ' ({pny}) = S*. Aqui usamos que, como

J # 0 entonces M; es suave en todos sus puntos y en particular en py, ;.
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T,z (Y

|

Figura 4.7: Imagen de &.# ' (h, j) bajo mpge.

3. Por demostrar que &4 ' (h,j) = T? si (h,j) # (1,0) y —1 < h. Para ello

trataremos de ver a &.# " '(h,j) como un tipo de haz sobre su imagen bajo la

siguiente proyeccion:

mrge : TS2 C TR? — S? CR*: (2,9) —» o (4.22)

La fibra &.# " (h,j) C TS? C TR? se define por

_ .2 2 2
1 =u2]+ x5+ a3

0 = 21y1 + T2y2 + T3Y3
(4.23)

1
h=§(yf+y§+y§)+xs

J = T1Yy2 — Tayq -

Supongamos que (z,y) € &4 ' (h,7) y v # (0,0,%1). Entonces sobre 7,52, la

imagen inversa J!(j) es la linea afin

J = T1Y2 — T2Y, (4.24)
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con x1 # 0 0 x5 # 0. Tomando la segunda ecuacién de (4.23), que es la que define
a T,S?, junto con la ecuacién (4.24) podemos obtener a y; y y» parametrizadas

or Ty, To, X3 de la siguiente manera:
) ) » Y3

1
1— 23

Y1 = — (Jog + z123Y3)

(4.25)

Yo = — (—jx1 + z2x3Y3) -

2

La linea parametrizada por y3 en el plano tangente en x a la esfera viene dada por:

1— a3 1— a3

Cuya norma es:

yll> =i +v5 + 3 = (4.27)

Ahora N, tiene un extremo en y3 = 0, es decir:

dNy3 o 2y3 o O
= 5 =0,
dys 1 — a3

si y solo si y3 = 0. La segunda derivada es claramente positiva, por lo que este
extremo es un minimo. Entonces si x3 # +1, el punto mds cercano de J~*(j) al

origen de T,,S? viene dado por el vector

0 —JT JjT1
— 0).
Y (1—x§’1—x§’ )

Dado que ||y||* > ||y°]|? para toda y € J~'(j) N T,.S?, se tiene entonces:
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Figura 4.8: Geometria de H~'(h) y J~!(j) en un espacio tangente fijo T,S?.

2(H(w,y) —3) = 2(h—a3) = |[lyll”

> "I = 2(H (z,y") — 1)

2((w?+x§)f) _

202 +23)2) 1 — a3

Sea U el conjunto de todas las # € S? tal que satisfacen la desigualdad anterior,

es decir,

2(h —x3)(1 —a3) —j> >0 (4.28)

y ademés mpg2 (&4 (h,j)) = U C S2.

Observacion. Otra manera de obtener la desigualdad anterior es la siguiente.
De la seccién 3.2.1 sabemos que cada punto de la variedad semialgebraica W debe
satisfacer 77 + 78 = 7375 con 73 > 0 y 75 > 0. Sustituyendo cada una de las 7
con ¢ = 1,...,6 en términos de las (z,y) (ver (3.1)) se tiene que cada punto de
la variedad W debe satisfacer (23 + 23)(y? + v3) = (v1y1 + T2y2)(T1Y2 — Tay1).
Utilizando las ecuaciones (4.23) en esta tltima expresién y despejando a y3 se
tiene que

0 < ys = 2(h — z3)(1 — 23) — j°, (4.29)
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! [l, :'

Figura 4.9: El polinomio P(x3).

la cudl es justamente la desigualdad obtenida en (4.28).

Ahora consideremos el polinomio P(z3) definido de la siguiente forma:

P(xs) = (h — x3)(1 — 3). (4.30)

Como P(z3) es un polinomio cibico entonces, como ilustra el dibujo 4.9, tiene
tres raices. Las raices son simples si h # 1. Es claro que el conjunto P~([j%/2, 00))
es la unién disjunta de un intervalo cerrado [x3,z3] y un intervalo semiabierto.
(Esta unién deja de ser disjunta cuando j = 0 y h = 1; este caso lo discutimos
abajo en 4.) Es claro que el intervalo [z5, 23] estd contenido en el intervalo [—1,1].
Entonces [x3, 23] es el conjunto de todas las z3 € [—1,1] las cuales satisfacen la

desigualdad (4.28).
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Lema 4.21. Sea B(h) la funcion definida en la proposicion 4.13 y por hipdtesis se

tiene ademds que |j| < B(h). Entonces el intervalo [x3, 23] no puede degenerar a

un punto pues 0 < 5% < max P(x3) = B2g(h)'

Prueba. Sea P(x3) el polinomio dado por (4.30), entonces la derivada de P(x3)

0 = ] o
se anula en x3 € x5, 23] si

d(P d
d(Prs)) — (a5 + hai — a3+ h)| , =3(2))* — 2haf —1 =0,

| 0 0o —
dil?g T3 d$3 T3

La solucion de esta ecuacion de segundo grado es

o hEVRh2+3
3

_DEVTS
3 3

Dicho polinomio tiene un maximo local si

2 2
d*(P(z3)) :6hi— Vh®+3 —oh=42Vh2+3<0.

2
dzs s 3

Por lo tanto, tomando la raiz negativa se tiene que el valor maximo local que

alcanza el polinomio P(z3) viene dado por:

max P(x3) :== P(—x3) = 237(211 +Vh2+3)(3—h*+hvVh*+3).

Por otro lado, sea B(h) dado por la ecuacién (4.13), entonces elevando al cuadrado
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u:’-.‘¢"‘<|. ]?'0 b"'l('ﬁ(|' jzo

.

Figura 4.10: Descripcién de &.# " (h, j) como un haz sobre U.

dicha expresion y dividiendo entre dos se tiene:

EU 2 (5w i) (n v T3)
_ %(3 24 p h2+3)[3—h2+h\/i127+3)(h+\/f1?7+3)]
_ %(3 > bR+ 3) (60 +3vAT +3)
_ %(3 h2+hm>(2h+x/lﬂ7>—maxP(fv3)

Dado que por hipétesis se tiene que |j| < B(h) entonces en particular se tiene que

. B2(h
%j2<—2(). [

Caso j # 0. En lo que sigue consideremos el caso j # 0. Entonces el intervalo
[z3, 73] estd propiamente contenido en [—1,1]. Por lo tanto U es la regién anular
cerrada de S? acotada por dos circulos; C* si 3 = 23 vy C~ si @3 = x3. Ver
figura 4.10. Dado que nuestro objetivo es ver a é"//l_l(h, j) como un haz sobre U,
debemos determinar la fibra 7.4, (z) € &4 (h, j) paralas z € U.

Si se tiene la igualdad en (4.28) entonces z3 = x5 6 13 = z3. Esto es,

estd sobre la frontera OU de U. En este caso y3 = 0 y por lo tanto y debe ser
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igual a y°. Entonces la fibra &.# ' (z,y) sobre 2 € AU es un simple vector 3° cuya
tercera componente es nula. Por otro lado se tiene que si  es un punto interior
de U, es decir x € U \ 9U, entonces la fibra de la proyeccion mpgz consiste de dos
puntos, pues de la expresién (4.29) se tiene que y3 > 0.

Lo siguiente que haremos es mostrar que &.# _l(h, j) es homeomorfa al toro

T2. Sean las funciones ¥ definidas de la siguiente manera:

Uy S x [ag,2d] — EM7 (D, §)

(0,23) = (21(0,23), T2(0, x3), T3(0, 23), §1(0, 23), 92(0, x3), £73(0, 23)) ,

donde:
71(0,23) = /1 —a3cosb
To(f,23) = /1 —a3send
z3(0,73) = w3
jsen 6 + x31y3(0, x3) cos 6
710, 3) = _J 30 ( d 3)
v 1—ux3
—jcos bt £ x3y3(0, x3) send
G20, 13) = — J 3y3(2 3)
v 1—ux3
Ba0.23) = /20— x3)(1 - 23) — 2.
Es claro que ime¢y Uim_ = &4 (h, 7). También es claro que si x estd en la

frontera de U el vector velocidad y se reduce al vector velocidad y° dado anterior-
mente y, en la frontera S' x {x3, 25} las imagenes bajo ¢, y 1_ de un punto en
dicha frontera son las mismas, es decir, U, (6,25) = ¥_(6,z5) para todo 6 € S*.
Geométricamente se tiene que &.# '(h, j) consiste de dos cilindros que se inter-

sectan en la frontera. Por lo tanto obtenemos finalmente el toro. Ver dibujo 4.11.
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€O®

Figura 4.11: Construccién de 72 con j # 0y —1 < h < 1.

Observacién. Las funciones U se pueden interpretar como secciones globales
de la funcién mpg2. En efecto, si definimos los homeomorfismos oy : U C S? —

St x [z3,z7] de la siguiente manera:

ot (£y/1—a2cos,+4/1 —x3send, x3) — (0, 23),

entonces W, o0, y U_oo_ son secciones globales de w742, es decir, mpgzoV_ ooy =

id|U.

Caso j = 0, —1 < h < 1. En este caso el intervalo [z3,27] es justamente el
intervalo [—1,h] (Ver figura 4.9). Entonces U es la regién cerrada de S? la cudl
esta acotada por el circulo C* donde justamente x3 = h, es decir, 22 + x5 = 1 — h?
y contiene al polo sur. Ver figura 4.10. Utilizando la expresién (4.29) se tiene que
ys = 0 sl 3 = h, i.e. x € QU, y entonces el vector y dado por la ecuacién (4.26)
viene expresada por y = (0,0,0). Por lo tanto la fibra de proyeccién mrg2 en un
punto de la frontera de U consiste en un punto. Por otro lado, si z esta en el interior

de U excepto el punto (0,0, —1) entonces la fibra de proyeccion mrg2 consiste de
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dos puntos, donde el vector y viene dado por:
(h,z3) (h,x3)
y = (:I: $1f32/3 5 ’il’ziﬁsyg —, =+ éh,mg)) ’
donde "™ := \/2(h — z3)(1 — 23).
Sizg = —1 entonces por la igualdad en (4.29) se tiene que y3 = 0y por la tercera

ecuacién de (4.23) se tiene que y? + y2 = 2(h + 1). Por lo tanto, 7,5, (0,0, —1) es

un circulo en T(g,—1)S? de radio y/2(h + 1).

Lo siguiente es mostrar que &.#'(h, j) es homeomorfa a T?2. La construccién

de este homeomorfismo serd similar al caso anterior.

Sean las funciones W. : S* x [~1,h] — &.#"(h,j) definidas de la siguiente

manera;
(f17f27j37iglaig2aig3) si T3 € <—1,h]
‘I’i(e,xs) =
(0,0,—1,£4/2(h+ 1)cos O, £4/2(h+ 1)send,0) sixz=—1
donde:

71(0,23) = /1 —x3cosb
To(0,23) = /1 —23send

z3(0,23) = w3

V1 — 22 cosOx373(0, x3)

n(0,x3) = — 5 = —x3v/2(h — x3) cos b
1 — a3
1= a2 J
Ya(0,23) = — & ien@a;gyg(&xg) = —x31/2(h — x3) sen 6
— 22

Ba0.0) = \J2(h— )1 —a3).

De nuevo es claro que imv¢, Uimv¢_ = &4 (h, 7). Si 25 = h, es decir, z € CF
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entonces:

U, (0,h) = (V1 —h%cosf,vV1—h?send, h,0,0,0)

U_(¢,h) = (V1 —h%cosp,V1—h%sen¢,h,0,0,0).

Entonces W, (,h) = U_(¢, h) si § = ¢ para toda 0 € S'.

Por otro lado, si 3 = —1 entonces

U, (0,—1)=(0,0,—1,v/2(h+ 1) cosf,/2(h+ 1))senb,0)

U_(p,—1) =(0,0,—1,—+/2(h+ 1) cos ¢, /2(h + 1)sen ¢,0).

Entonces ¥, (6,—1) = ¥_(¢, —1) si

cosf = —cos ¢

senf) = —sen ¢ .

Ambas condiciones se satisfacen si § = ¢ 4+ 7. Entonces geométricamente hemos
encontrando de nuevo que &.# ' (h, j) es la interseccién de dos cilindros, excepto
que en este caso, en la frontera inferior nosotros debemos torcer uno de los cilindros
un angulo 7 para poder identificar los puntos. Por lo tanto habiendo hecho la
identificacién de los puntos en la frontera de ambos cilindros podemos pegarlos y
obtener el toro 72 tal como lo deseabamos. Para una mayor ilustracién de este
caso, nosotros dibujamos una trayectoria de la dinamica sobre este toro. Ver figura

4.12.
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Figura 4.12: Construccién de 7?2 con j =0y —1 < h < 1.

Caso j =0y h>1. En este caso el intervalo [x5, 5] es justamente el intervalo
[—1,1] (ver figura 4.9). Entonces U = S%. Siz € U \ {(0,0,=£1)} entonces 7.5, (2)

son dos vectores de signos opuestos distintos de cero, las cuales vienen dadas por:

(h7x3) (hvz3)

123y T3y h,x

y:(i 1—3.272 7:|: 1—3$'2 v:l:ig 3))7
3 3

donde yéh’x?’) = /2(h — x3)(1 — 22). Por otro lado, si x = (0,0, —1) entonces la

fibra .

T2 () es el circulo C~ dado por yi+y35 = 2(h+1), y si z = (0,0, 1) entonces

la fibra 7,4, (z) es el circulo CT dado por yi + y3 = 2(h — 1). Esto completa la
descripcién de &.# ' (h, j) como un haz sobre U.
De nuevo vamos a mostrar que también en este caso se tiene que &.4 ' (h, j)

es homeomorfa a T2, Sean las funciones Wy : S* x [~1,1] — &4 '(h, j) definidas
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de la siguiente forma:

(0,0,1,F/2(h — 1) cos 0, F/2(h — 1)sen,0) sizz=1

le:t(eax3) = (fl,.fg7lf'3,ig1,ig2,:|:g3) si 3 € <—1,1)

(0,0, —1,£+/2(h+ 1) cos @, £+/2(h + 1)senf,0) sixz=—1

donde:

71(0,23) = /1 —x3cosb
To(0,23) = /1 —23send

T3(0,73) = w3
/1 — 22 cosOxsy3(0, x
y1(0,23) = — 31 23y3( 3):—333 2(h — x3) cost
— 2
/1= 22 sen 04750
y2(0,23) = — xgien €3y3< . 3) = —x31/2(h — x3) sen 6
— 22

Bs(0,25) = \J2(h—25) (1~ 23).

En este caso tanto en la funcién W, como en la funcién ¥_ estamos dando expli-
citamente quienes son las imagenes de la frontera del cilindro S* x [—1, 1], es claro
también que im, Uime_ = &4 " (h,j) v, lo tnico que resta por demostrar es
que hagamos la identificacion de los puntos de la frontera para poder construir el

toro. Si x3 = 1 entonces

U, (0,1)=(0,0,1,—+/2(h — 1) cos§,—+/2(h — 1) sen,0)

U_(¢,1)=(0,0,1,4/2(h — 1) cos ¢,/2(h — 1) sen ¢, 0)
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Como h > 1 entonces es claro que ¥, (0,1) = ¥_(¢, 1) si

—cosf = cos ¢

—senf =senqo.

Ambas condiciones se satisfacen si § = ¢ + 7.

Por otro lado, si 3 = —1 entonces

U, (0,—1) =(0,0,—1,4/2(h + 1) cosf,/2(h+ 1) sen b, 0)

U_(p,—1) =(0,0,—1,—+/2(h+ 1) cos ¢, —/2(h + 1) sen ¢,0) .

Como h > 1 entonces es claro que ¥, (0, —1) = ¥_(¢, —1) si

cosf = —cos ¢

senf) = —sen¢.

De nueva cuenta, ambas condiciones se satisfacen si # = ¢+ 7. Entonces geométri-
camente hemos mostrado de nuevo que &.#'(h, ) es la interseccién de dos ci-
lindros, y que a diferencia de los dos casos anteriores nosotros tenemos que rotar
uno de los cilindros un angulo 7. Por lo tanto obtenemos el toro. Para una mayor
ilustracién de este caso dibujamos una trayectoria de la dindmica en el toro. Ver

figura 4.13.

4. Por demostrar que si (h, j) = (1,0) entonces la fibra de la funcién & (h, j)

es T*, donde T* es un toro T2 con un circulo longitudinal pinchado en un punto.
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Figura 4.13: Construccién de T? con j =0y h > 1.

Al ser h = 1 se tiene que x3 = 1 es una raiz doble del polinomio P(x3) dado por

(4.30), ademds de la ecuacién (4.29) se tiene que yz = £1/2(1 — 23)(1 — 22). Sea

x1 = /1 — 23 cos(h)
9 = /1 — z3sen(h),

donde por supuesto se tiene que 27 + 3 = 1 — z2. Entonces sustituyendo (4.31) en

(4.31)

(4.25) se tiene

1
Yy = —m(\/l — a3 cos(6)x3ys)

3 (4.32)

1
V2= xé(\/?xgsen(e)x?’yg)
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Si x3 # £1 entonces las ecuaciones para y, y2 dadas en (4.32) se reducen a

y1 = ZFwxzcos(0)\/2(1 — z3)

Y2 = twgsen(d)/2(1 —x3).

Entonces si x5 € (—1,1) se tiene que 7pg2|&.4 " (1,0) es S? menos los polos. Este
conjunto lo identificamos con el cilindro S* x (—1,1).

Pero veamos que pasa en los polos. Para ver que ocurre en el polo norte, to-
memos € > 0 suficientemente pequena, y sea x3 = 1 — ¢, entonces las ecuaciones

(4.31) y (4.32) se transforman en:

x1 =+/1— (1 —€)?cos(h)
xo = /1 — (1 —¢€)?sen(f)

= —ﬁm/e@ —¢) cos(6)(1 — )ys) (4.33)

1

T (Ve 9sen(B)(1 - )

Y2 =
ys = £/2¢2(2 —¢) .

Tomando el limite cuando € — 0 se tiene:

lir%(xl,xg,xg,, y1,Y2,y3) = (0,0,1,0,0,0) . (4.34)
Ahora veamos que pasa en el polo sur, es decir tomamos 3 = —1 + ¢, sustituyendo

esta expresion en (4.31) y (4.32) y tomando el limite cuando € — 0 se tiene:
Hn%(xla L2, T3, Y1, Y2, yS) = (07 07 _17 2 COS(0)7 2 sen(@), O) : (435)

Entonces hemos mostrado que la fibra sobre x € S? — (0,0, %1) consiste de dos
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vectores de signos opuestos con tercera componente distinta de cero, mientras
que la fibra sobre z = (0,0,—1) es el circulo C~ dado por y? + 35 = 4, y la
fibra sobre z = (0,0, 1) es el vector velocidad cero. Por lo tanto todos los puntos
de &4 71(1, 0) excepto el polo norte con vector de velocidad cero son regulares.
Entonces &.#'(1,0) menos el polo norte con vector de velocidad cero es una
variedad diferenciable la cual podemos identificar con la esfera menos los polos.

Geometricamente tomamos un circulo de radio € > 0 suficientemente pequena
cerca del polo norte y junto con el circulo C'~ formamos un par de cilindros (y3 >
0,y3 <0).

Lo siguiente que demostraremos es que cuando x es justamente el polo sur, en-
tonces los cilindros se pegan de manera suave. Dado la funcién de energia momento

en (4.1) la derivada de esta funcién es:

01 Y Y2 Y3
(D(&A))|xy =

Yo —y1 0 —xz9 27 O.

Si (x,y) € &4 '(1,0) y —1 < 23 < 1 entonces la derivada de la funcién &.4#
tiene rango méaximo, pues al menos x; o x5 es distinto de cero y por lo tanto se
tienen dos renglones linealmente independientes. Si x3 = —1 entonces la derivada

de la funcién de energia momento viene dada por:

0 0 1 2cos(f) 2sen(d) O
(D(EA))|xy =
2cos(f) 2sen(f) 0 0 0 0.
De nuevo se observa que ambos renglones son linealmente independientes y por

lo tanto tienen rango maximo también cuando z es justamente el polo sur. Por lo

tanto hemos mostrado que en dicho punto, es decir, en el polo sur, los cilindros se
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pegan de manera suave. [

4.4. Topologia de (H|T'S?*)~*(h)

Lo primero que haremos, es demostrar que la funcién H|T'S? es una funcién
de Morse, es decir, por la definicién 1.23 necesitamos mostrar que el conjunto de
puntos criticos de H|T'S? es no degenerado.

Como una subvariedad de TR? con coordenadas (z,y), la subvariedad T'S? se

construyé como la imagen inversa del valor regular cero de la funcién definida en

(2.6), es decir, T'S? = ¢~1(0) donde

% : T0R3 — R2 . (x,y) — (Cl(xay)ch(l‘ay))7

c1: ToR® = R: (2,9) — (z,2) — 1

co: ToR? = R : (2,y) — (1,y).
Sobre TRR? consideremos la siguiente funcién:
) 3 . 1 2 2 2
H:TR® = R: (z,y) = 5 (45 + 2 +93) + 23 (4.36)

Utilizando multiplicadores de Lagrange definido en (1.6), la funcién H|T'S? tiene

un punto critico p = (g, yo) si este punto satisface:

[DH (z,y) + M Dey(z,y) + AeDea(,y)]| 0. (4.37)

(z0,y0) -
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Calculando cada uno de los términos de la ecuacién (4.37) se tiene

DH = (07 Oa 173/1»92, y3)
Dcy = (221, 29, 223,0,0,0) (4.38)

DCQ — (y17y2ay37x17x2a‘r3> .

Sustituyendo, desarrollando e igualando entrada a entrada cada uno de estos térmi-

nos en la ecuacién (4.37) se tienen las siguientes ecuaciones:

201+ Xy =0,y + Ay =0,
2)\11’2 + /\ng = 0, Y2 + )\QZL‘Q = 0,

1+ 2)\11]3 + /\2y3 = 0, Ys + )\2I3 = 0, . (439)

Tomando el conjunto de ecuaciones del lado derecho de (4.39), multiplicando por
x1 la primera ecuacion, por x, la segunda ecuacién, por xs la dltima ecuacion y

sumando todas estas ecuaciones se obtiene:

0 = (ziy1 + Xox}) + (2ays + Aoad) + (z3ys + Aoz}

= (T1y1 + T2Y2 + T3Y3) + Ao(T] + 75+ 25) = Ao (4.40)

Como Ay = 0 se tiene entonces que y; = y» = y3 = 0 para que se satisfaga el
conjunto ecuaciones del lado derecho de (4.39).

Tomando A2 = 0 y suponiendo por un momento que A\; = 0, en la tercera igualdad
del lado izquierdo de (4.39) tenemos 0 = 1 lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto
A1 # 0y entonces las dos primeras ecuaciones del lado izquierdo de (4.39) se tiene
que 1 = x9 = 0. Entonces sustituyendo x3 = £1 en la tercera ecuacion del lado

izquierdo de (4.39) se tiene A, = £3.
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Por lo tanto H|T'S? tiene solamente dos puntos criticos +p = (0,0, 41,0,0,0)
con multiplicadores de Lagrange \; = :i:%, Ay = 0. Lo siguiente es mostrar que
estos dos puntos son no degenerados.

Por la proposicién 1.31, el espacio tangente T(4,)T'S* a T'S? en (£p) estd dada

por

Dey(+£p) 00 4200 0

ker = ker
Dcy(£p) 00 0 0 0 #+1

el cual es generado por los vectores {ey, e, €4, €5}, siendo e; con ¢ = 1,...,6 una
base para TR?. Dicho de otro modo, el espacio tangente T4, T'S* a T'S? en (+p)

es la imagen de la matriz

Para comprobar que los puntos criticos +p son no degenerados necesitamos calcular

las segundas derivadas de cada uno de los términos de (4.38) para poder aplicar
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(1.7). Entonces cada una de las segundas derivadas de (4.38) viene dado por

000O0O0O0

00 0O0O0O O

D*H(z,y) =

D2Cl(x7y) =

00 0O0O0O

Dado que Ay = 0 no necesitamos calcular D?cy(z, ), ademas se puede ver que las
matrices anteriores (segundas derivadas de H y ¢; respectivamente) no dependeran
de los puntos criticos, lo inico que tenemos por demostrar, es que el Hessiano de

H|TS? es invertible.

Lema 4.22. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y B la forma bilineal
asociada a este espacio vectorial, es decir, B :V xV — R. Sean 31 y P2 bases de
V y P la matriz de transicion de la base (31 a la base B5. St A es la matriz de B
en la base 1 y la cual denotaremos como [Alg,, entonces [A]lg, = PT[A]g P es la

matriz de B en la base (5.

Prueba. Este es un resultado estandar de dlgebra lineal; véase e.g. [9]. |
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Utilizando el lema anterior mostraremos que el Hessiano de H|T'S?, el cual
es por supuesto una forma bilineal, evaluada en los puntos criticos es inverti-
ble. Sea 31 = (e1,es,e€3,€4,¢5,¢5) la base candénica de R® ~ TR? y sea (3, =
(€1, ea, €4, €5, €3,¢5) otra base de RS. Podemos observar que los primeros cuatro
vectores de la base (, generan precisamente el espacio tangente T(1,)T'S?* a T'S? en
(£p) y lo tinico que hemos hecho es extender esta base a una base de R°. Entonces

P que es la matriz de transicion viene dada por

Sea B = D*H(z,y) + MD?%ci(z,y) (recordemos que Xy = 0) la forma bilineal.
Entonces la matriz A asociada a la forma bilineal B en la base (3; tiene la siguiente

forma:
+1 0 00 0O

Por el lema 4.22 la matriz [A]s, viene dada explicitamente por:

([Alg) =
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1 00000 1 0 0 0 00 100000
010000 0 £1 0 0 0 O 010000
000100 0 0 £1 0 0 O 000010
000O0T1PQ0 0 0 0 1 00 001000
001000 0o 0 0 010 000100
000O0O0T1 0 0 0 001 0 00O0O0T1

Por lo tanto

£1 0 0 0
0 £1 0 O
0 010
0 001

es una matriz invertible y por lo tanto los puntos criticos £p = (0,0,+£1,0,0,0) €
T'S? son puntos criticos no degenerados y H|T'S? es una funcién de Morse.
El punto (—p) = (0,0, —1,0,0,0) € T'S? representa un minimo de H con valor
critico H(—p) = —1 (El indice de Morse es cero).
El punto (+p) = (0,0,1,0,0,0) € T'S? representa un punto silla de H con valor
) =

critico H(+p) = 1 (El indice de Morse es dos).
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Proposicién 4.23. La topologia de las superficies de energia (H|T'S?)7'(h) del

péndulo esférico son las siguientes:

Condicion sobre h || Topologia de (H|TS*)~1(h)

1. h=-1 Un punto
2. —-1<h<1 S3
3. h=1 U El haz de la esfera unitaria tangente a S®

con una fibra pinchada en un punto

4. h>1 RP? El espacio proyectivo real de dimension

3

Prueba. 1. Por definicion
1
(H|TS*) 7 (=1) = {(z,y) € TS*: Sy + 43 + ) + 23 = —1}

La ecuacién y? + y3 + y2 = —2(1 + x3) > 0 se satisface si y solo si 3 < —1, como
x3 € T'S? entonces 3 = —1 y 1y = 0 = zy, y por lo tanto y7 +y5 +y2 =0 siy
solo si y1 = y2 = y3 = 0. Entonces (H|T'S?)"'(—1) = (0,0 — 1,0,0,0), el cual es

un punto.

2. Queremos demostrar que la topologia de la fibra (H|T'S?)™'(h) con —1 <
h < 1 es difeomorfa a S3. Primero vamos a demostrar, usando el lema de Morse,
que para valores de h ligeramente mayores que el valor minimo -1, el conjunto de
nivel de (H|T'S?)™'(=1) N U,_ es difeomorfo a una esfera de dimensién 3 y el cual
se denota como S®. Aqui U,  es una vecindad alrededor de p_.

Sea

Hy(z,y) := Hy(z,y)|TS?
(4.41)

1
= (H(z,y) + DITS* = (G (7 + 3 +13) + 73+ 1)|TS”.
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Entonces los puntos criticos no degenerados de H|T'S? son tambien puntos criticos
no degenerados de H;. La funcién H, satisface las hipétesis del lema de Morse (ver
proposicién 1.27) y entonces hay un conjunto abierto U C TR? ~ R?xR? = R* con
(—p) € U y un difeomorfismo ¢ : U — R* con ¢(—p) = 0 tal que Hy o p~1(&,n) =
T1D?*H,(—p)((&,7), (£,m)) para toda (€,7) € ¢(U). Entonces queremos demostrar
que una vecindad del punto —p, dada una e > 0 suficientemente pequena se tiene
que (Hy) *(e) NU_, es difeomorfo a S>.

Por definicién

(Hiow™)"H(e) = {(&n) € 9(U) : Hiop ' (§,n) = ¢}

= (&) € (V) : LD (~p)(E). (€)= )

(4.42)

Calculando D2H,(—p)((£,7), (€,m)) se tiene lo siguiente:

1000 3

01 00 &
(51 & m 772) :§%+f§+77%+77%~
0010 i

0001 o

Entonces

(Hiop ") &) ={(&n) € (U) : & + & + i + 15 = 2¢}

Por la proposicién 1.28 tenemos que p(H; ' (e)NU_,) = (H;0p™ ')~ (e) y dado que
¢ es un difeomorfismo entonces se tiene que H; ' (€) NU_,, es difeomorfo a la esfera
S3. Pero también se tiene que H; ' (€)NU_,, es difeomorfa a (H|T'S?)~Y(—1+€e)NU_,.

Por lo tanto (H|T'S?*)™'(—1+€) NU_, es difeomorfa a la esfera S3.
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Observacién. Podemos escoger U_, de tal forma que si (z,y) € U_, C T_,5?
entonces —1 < 23 < —1 + €y ||¥?]] < 2¢, para alguna € > 0. Se sigue que 77 < 2¢,

i=1,2.

Usando el Lema de isotopia de Morse (ver proposicién 1.30) se sigue que el
conjunto de nivel (H|T'S?)~!(h) es difeomorfa a S para toda h € (—1,1), esto es,
(H|TS?*)7'(—1 + ¢) es suavemente isotépica a (H|T'S?)7'(1 — ¢). Esto concluye la

demostracion para el caso 2.

4. A continuacién mostraremos que para h > 1, (H|T'S?*)~*(h) es difeomorfo
a RP?. La demostracién va a ser una composicién de difeomorfismos. Mostrare-
mos primero que (H|T'S?)7'(h) es difeomorfo a T1.5? (el haz circular unitario
tangente a S?), que este a su vez es difeomorfo a SO(3) y que este tltimo es
difeomorfo a RP?, el espacio proyectivo real de dimensién 3.

Sea ¢ la siguiente funcién suave

o (HITS) ) = ThS s (9) = (0} = (60) - (443

Dado que h > 1 entonces h — x3 > 0 para toda x3 € [—1,1]. El conjunto de nivel

(H|T'S?*)~"'(h) C R3 x R? se define por

(y,y) + (z,€3). (4.44)
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Para toda (£,71) € o((H|T'S?)7'(h)) se satisfacen las siguientes igualdades:

<€>€> - <33,.CE>:1,
Y _
<€777> - <7 2(h-l’3)> 07
(mm) = J Y >=1. (4.45)

\/ — x3) \/2 — x3)

Por lo tanto la imagen de ¢ estd en efecto contenida en 775?. Ademés, (¢,7) —
(&€,mv/2h — 2€3) es una inversa suave de @ y entonces la funcién ¢ es un difeomor-
fismo.

Ahora T15? se puede ver como el conjunto de todos los pares ordenados de
vectores ortonormales &,7 € R3. Extendiendo el par ordenado {£,n} a una base
ortonormal orientada positivamente (regla de la mano derecha) {£,n,& x n} de
R3, se tiene que cada base puede ser identificada con una rotacién propia de R3
representada por la matriz (£,7,£ x n). (Aqui cada entrada representa la columna

de la matriz.) Entonces la funcién
Ui TiS?C TR — SO(3) C R : (6,1) — (6,7,€ x 1) (4.46)
es una funcion suave y donde

& om Sams — &
(énfxn)z S m &mo—&ins

& 13 &ina — Sam

Si definimos la funcién inversa suave de ¢ como

0:50(3) = T1S%: (&,m,0) — (&),
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entonces 1152 es difeomorfo a SO(3).

Observaciéon. Una demostraciéon mas completa de este hecho es ver que existe
un isomorfismo del dlgebra de Lie (T.(715%),[,]) con el &lgebra de Lie (R?, x). Ver

Cushman [6, cap. 3, secc. 1.4].

Por tltimo mostraremos que SO(3) es difeomorfo a RP?, para ello seguiremos
la demostraciéon que dd Marsden (ver [13, prop. 9.2.10]).

Mapeamos la bola unitaria D? C R?* a SO(3) enviando (x1, 72, 73) a una ro-

tacién alrededor de este punto a traves de un dngulo mv/(2? + 22 + 22), donde el
elemento (0,0,0) lo mandamos a la identidad. Esta funcién es suave y suprayec-
tiva. La restriccién al interior de D? es inyectiva. Sobre la frontera de D?, que
denotamos por (9D3), la funcién es 2 a 1. Por lo tanto induce una funcién biyec-
tiva suave desde D?, con puntos antipodales sobre la frontera indentificados, de
tal forma que la funcién inversa es suave. Entonces SO(3) es difeomorfo a D? con

puntos antipodales sobre la frontera indentificados.

La transformacién (zq, 22, x3) — (21,22, T 1 — 22 — 22 —22) es un difeo-
) y 43 ) s L3y 1 2 3

morfismo de D? con el hemisferio unitario superior de S* con puntos antipodales
sobre el ecuador identificados. Este ultimo espacio es difeomorfo a la esfera unita-
ria S® con puntos antipodales identificados, los cuales coinciden con el espacio de

lineas de R* que pasan por el origen, esto es, con RP?.

3. La tltima demostracién es que si h = 1 entonces (H|T'S?)71(1) = U, donde
U es el haz circular unitario tangente a S? con una fibra pinchada en un punto.

Por definicién

1
(H|TS*)7'(1) = {(z,y) € TS*: 5(@/? + s+ y5) g =1}
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Sea ¢ la siguiente funcion

)

p: (H|ITS*)"'(1) = T15% : (z,y) — (x, N

Si x3 # 1 entonces ¢ es una funcién diferenciable y cuya inversa estd dada por

v TS — (HITS?) (1) : (&m) — (§nv/2(1 = &))

Por lo tanto, si z3 # 1, (H|T'S?)7'(1) es un difeomorfismo con el haz circular
unitario tangente a S2.

Si 3 = 1 entonces y; = y» = y3 = 0. Entonces

(H|TS*)™'(1) = T,5*U (0,0,1,0,0,0) = U (4.47)



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado en detalle algunos aspectos en la literatura sobre
sistemas mecénicos integrales y hemos visto como la geometria diferencial permite
estudiar aspectos cualitativos de la dinamica de un sistema mecanico. En particu-
lar; hemos mostrado como la teoria de Morse nos permitié hacer un estudio geome-
trico cerca de los puntos criticos no degerados de la funcién de enrgia-momento®.

En cuanto a nuestro sistema mecénico, el péndulo esférico, hemos estudiado el
argumento que muestra que efectivamente es un sistema hamiltoniano comple-
tamente integrable, pues existen dos cantidades conservadas (2 = dim 7'S%/2)
llamadas la energia H y el momento angular J, las cuales bajo el paréntesis
de Poisson estn en involucién, es decir, { H|T'S?, J|T'S?} = 0.

En esta tesis hemos también presentado al lector los aspectos basicos acerca de
la reduccion del espacio fase y la dinamica para el péndulo esférico, pero restrin-
giéndonos unicamente a los resultados que necesitamos en capitulos posteriores.

Un estudio detallado de la reduccion de la dinamica hubiera requerido muchos

ICabe notar que en nuestro reporte de servicio social desarrollamos previamente una des-
cripcién bastante completa de la geométrica del péndulo matematico (i.e. el péndulo plano),
incluyendo la topologia de las fibras de la funcién de energia, para lo cual también aplicamos la
teoria de Morse cerca de puntos criticos no-degenerados.

117
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resultados de geometria algebraica y topologia algebraica que hemos dejado de
lado.

En contraste, hemos estudiado en el capitulo 4 con detalle y de manera bas-
tante completa la topologia de las fibras de la funcién de enrgia-momento & .7 .
En particular obtuvimos e ilustramos que para valores regulares de la funcién de
energia-momento se tiene que la fibra de dichos valores regulares son difeomorfas al
toro, 7. Este difeomorfismo es a veces conocido como el Teorema de Arnold y
puede encontrarse en muchos textos de fisica teérica como puede ser en [12, 5.2.21]
o en [6]. En este capitulo no solamente hemos dado la topologia de las fibras para
los valores regulares de &.# sino también para los valores criticos de dicha fun-
cién. Tanto para los valores regulares como para los valores criticos la descripcion
de las respectivas topologias fue hecha en base a las topologias del hamiltoniano
reducido H; : M; C R®* — R, el cuél como se puede recordar es un sistema con
un solo grado de libertad y donde M; es una variedad semialgebraica. Por ultimo
describimos la topologfa de las fibras de la funcién H|T'S?. Cabe mencionar que el
punto (0,0,1,0,0,0) (el polo norte) el cual es un punto critico, fue el que mayor
problema represento al tratar de describir dichas topologias.

Finalmente, podra haber observado el lector que la parte de la introduccién
fue bastante larga, aiin cuando en esta parte dimos las definiciones y proposiciones
que simplemente necesitabamos. FEn este sentido la literatura es bastante extensa
tanto en el area de las matematicas como en la de fisica. Conviene volver a recordar
que las definiciones y proposiciones aqui dadas, pueden ser extendidas a objetos
matematicos mas complejos como pueden ser los haces vectoriales y los haces
fibrados. Estos dos ultimos objetos matematicos son de mucho uso hoy en dia
para el estudio de temas como la relatividad, la mecanica cuantica o la teoria de

Yang-Mills.
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